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Der klassische Dirac-Operator Dg einer semi-Riemannschen Spin-Mannigfaltigkeit (Mn, g)
mit Spinorbu¨ndel Σ ist durch die Verknu¨pfung von kovarianter Ableitung ∇g und Clifford-
Multiplikation gegeben:
Dg : Γ(Σ)
∇g−→ Γ(T ∗M ⊗ Σ) g Γ(TM ⊗ Σ) ·−→ Γ(Σ) .
Der Dirac-Operator Dg ist ein elliptischer Operator erster Ordnung. Auf einer kompakten
Mannigfaltigkeit ist er wesentlich selbstadjungiert auf L2(Σ), besitzt ein reines Punktspektrum,
und der einzige Ha¨ufungspunkt seiner Eigenwerte liegt im Unendlichen. Dieser Operator wurde
mit physikalischer Motivation von P. Dirac im Jahr 1928 in den Arbeiten [Dir28a] und [Dir28b]
eingefu¨hrt, als er eine relativistische quantenmechanische Beschreibung des Elektrons formulierte.
Dort tritt der Dirac-Operator einer vierdimensionalen flachen Lorentz-Mannigfaltigkeit auf. Dem
Kernstu¨ck der Arbeit, der sogenannten Dirac-Gleichung, entspricht in der von uns gebrauchten
mathematischen Sprache die Eigenwert-Gleichung
Dgψ = λψ .
In einem rein mathematischen Kontext trat in den fru¨hen sechziger Jahren der Dirac-Operator
Dg einer Riemannschen Metrik g in Erscheinung, und zwar in den Arbeiten von M. Atiyah
und I. Singer zur Indextheorie elliptischer Operatoren ([AtSi63]). Kurz darauf untersuchte
Lichnerowicz in [Lich63] sogenannte harmonische Spinoren, d. h. Spinoren, die im Kern des
Operators Dg liegen. Er zeigte die klassische Formel
(Dg)2ψ = Δgψ + 1
4
Scalgψ ,
die das Quadrat des Riemannschen Dirac-Operators Dg, den spinoriellen Laplace-Operator
Δg := (∇g)∗ ◦ ∇g und die Riemannsche Skalarkru¨mmung Scalg in Beziehung setzt. Eine unmittel-
bare Konsequenz dieser Identita¨t ist, dass auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit positiver
Skalarkru¨mmung keine harmonischen Spinoren existieren. Des Weiteren folgt mit den Ergebnis-
sen von M. Atiyah und I. Singer aus derselben Formel, dass auf einer kompakten Mannigfaltigkeit
das Verschwinden des topologischen A-Geschlechts eine notwendige Bedingung fu¨r die Existenz
von einer Riemannschen Metrik positiver Skalarkru¨mmung ist.
Tatsa¨chlich hatte E. Schro¨dinger die obige Identita¨t fu¨r das Quadrat des Dirac-Operators bereits
1932 in seiner physikalischen Arbeit [Schr32] angegeben.
Aus der Schro¨dinger-Lichnerowicz-Formel (Dg)2 = Δg + 1
4
Scalg erhalten wir fu¨r einen Eigenwert





Der Gleichheitsfall tritt ein, wenn ein Spinor ψo existiert, fu¨r den ∇gψo = 0 gilt. Aus ∇gψo = 0
folgt Dgψo = 0 und Scalg = 0. Auf Ra¨umen positiver Skalarkru¨mmung ist diese Abscha¨tzung
also nie optimal.
Th. Friedrich gelang es Anfang der achtziger Jahre, eine sta¨rkere Abscha¨tzung fu¨r die Eigenwerte
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des Riemannschen Dirac-Operators Dg zu geben ([Fri80]). Er deformierte den spinoriellen Zusam-
menhang ∇g mit einer Funktion f zu ∇fXψ := ∇gXψ+ fXψ, bewies fu¨r den neuen Zusammenhang
∇f eine Identita¨t, die der klassischen Schro¨dinger-Lichnerowicz-Formel formal a¨hnlich ist und
zeigte auf diese Weise: Fu¨r einen Eigenwert λ des Riemannschen Dirac-Operators Dg einer







Der Gleichheitsfall in dieser Abscha¨tzung tritt genau dann ein, wenn ein Riemannscher Killing-
Spinor existiert, d. h. ein Spinor ψo, der fu¨r eine Zahl β die Gleichung
∇gXψo = βXψo
fu¨r alle X ∈ TM erfu¨llt. Im kompakten Riemannschen Fall ist die Killing-Zahl β reell, fu¨r den
Killing-Spinor ψo gilt Dgψo = −nβψo, und die Metrik g ist eine Einstein-Metrik mit Skalar-
kru¨mmung Scalg ≡ 4n(n− 1)β2.
In der folgenden Zeit wurden kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit Killing-Spinoren
von verschiedenen Mathematikern untersucht. Durch ihre Arbeiten entstanden konkrete Beispiele
und insbesondere ein klares geometrisches Schema, das kompakte Riemannsche Mannigfaltigkei-
ten mit Killing-Spinoren beschreibt:
Fu¨r n = 4 zeigten Th. Friedrich und I. Kath, dass die einzige Mannigfaltigkeit mit Killing-Spinoren
die Spha¨re S4 mit ihrer Standardmetrik ist ([BFGK91]). Fu¨r n = 5 existieren Killing-Spinoren
genau dann, wenn die Mannigfaltigkeit Einstein-Sasaki ist ([FrKa89]). Fu¨r n = 6 bewies R. Gru-
newald, dass Killing-Spinoren einer nearly-Ka¨hler-Struktur der Mannigfaltigkeit entsprechen
([Gru90]). Fu¨r n = 7 existiert ein Killing-Spinor, falls die Mannigfaltigkeit eine nearly-parallel
G2-Struktur besitzt. Zwei Killing-Spinoren existieren, falls die Mannigfaltigkeit Einstein-Sasaki
ist, und drei Killing-Spinoren existieren, falls die Mannigfaltigkeit eine 3-Sasaki-Struktur besitzt
([FrKa88], [FrKa90], [Ba¨r93], [FKMS97]). In n = 8 zeigte O. Hijazi, dass es Killing-Spinoren nur
auf der Standardspha¨re S8 gibt ([Hij86b]).
In seiner Arbeit [Ba¨r93] erhielt Ch. Ba¨r zudem alle eben genannten Ergebnisse in niedrigen
Dimensionen (welche in ihren ersten Beweisen explizit u¨ber die jeweilige geometrische Struktur
konstruiert wurden) noch einmal auf andere, holonomiebasierte Weise, und er verallgemeinerte
die bereits bekannten Ergebnisse auf ho¨here Dimensionen.
Wir wenden uns jetzt Geometrien mit antisymmetrischer Torsion T zu, wie sie auch in ver-
schiedenen physikalischen Modellen der String-Theorie von Interesse sind. Unsere konkreten
Rahmenbedingungen sind dabei im Folgenden diese: (M, g,Σ) ist eine kompakte Riemannsche
Spin-Mannigfaltigkeit, auf der ein metrischer Zusammenhang ∇c mit antisymmetrischer Torsion
T existiert, d. h. fu¨r den Torsionstensor T gilt
g(T (X,Y ), Z) + g(T (X,Z), Y ) = 0 .
Wir bezeichnen sowohl den (2, 1)-Tensor der antisymmetrischen Torsion als auch die von ihm
definierte 3-Form mit T . Meist werden wir ∇cT = 0 fordern.
Wir untersuchen nun nicht nur den Riemannschen Dirac-Operator Dg, sondern allgemeiner
fu¨r eine 3-Form T den Operator /D := Dg + 1
4
T . Dies ist der Dirac-Operator des metrischen
Zusammenhangs mit der Torsion T/3.
Dieser Operator /D ist eine Verallgemeinerung des Dolbeault-Operators einer fast-Hermiteschen
Mannigfaltigkeiten (M, g, J)([Bis89], [Gau97]): Der Dolbeault-Operator ist definiert als
 = 1√
2
(∂¯ + ∂¯∗) .
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Das Spinorbu¨ndel Σ la¨sst sich mit dem Tensorprodukt Λ0,∗(TM)⊗K′ identifizieren, wobei K′
eine Wurzel des kanonischen Linienbu¨ndels K von J ist. In [Gau97, Prop.7] wurde gezeigt, dass
fu¨r den Dolbeault-Operator auf Spinoren gilt





wobei F+ und F− jeweils 3-Formen sind, die durch die (1, 2) + (2, 1)-Komponenten bzw. die
(3, 0) + (0, 3)-Komponenten des Differentials der fundamentalen 2-Form Ω := g(J ·, ·) definiert sind.
Der Operator  stimmt mit dem Riemannschen Dirac-Operator Dg genau dann u¨berein, wenn
dΩ = 0 gilt. Wir setzen voraus, dass der Nijenhuis-Tensor N der fast-komplexen Struktur J
antisymmetrisch ist und betrachten den Hermiteschen Zusammenhang ∇c mit antisymmetrischer
Torsion
T = N + dΩ ◦ J .
Im Spezialfall einer nearly-Ka¨hler-Mannigfaltigkeit ist die Torsion T parallel bezu¨glich des
Zusammenhangs ∇c, es ist F+ = 0, und F− ist gleich der parallelen antisymmetrischen Torsion
T des Zusammenhangs ∇c, so dass hier gilt:
/D =  
= Dg .
Der Operator /D tritt an einer weiteren Stelle in Erscheinung: Auf einem natu¨rlich-reduktiven
Raum ist /D der sogenannte kubische Dirac-Operator, wie er von B. Kostant in einem darstel-
lungstheoretischen Kontext eingefu¨hrt wurde ([Kos99], [Agr03]).
Auch in der theoretischen Physik ist der Operator /D in der Superstring-Theorie Gegenstand von
Untersuchungen geworden ([HKWY10]).
Tatsa¨chlich ist es mo¨glich, Aussagen u¨ber das Spektrum des Operators /D zu treffen: Von
zentraler Bedeutung fu¨r die Eigenwertabscha¨tzung des Riemannschen Dirac-Operators Dg ist
die Schro¨dinger-Lichnerowicz-Formel (Dg)2 = Δg + 1
4
Scalg. Es stellt sich heraus, dass – anders
als fu¨r den Dirac-Operator Dc des Zusammenhangs ∇c – das Quadrat des Operators /D sich
durch eine a¨hnliche Identita¨t ausdru¨cken la¨sst, und zwar als der spinorielle Laplace-Operator des
Zusammenhangs ∇c und Summanden, die vollsta¨ndig durch die Riemannsche Skalarkru¨mmung
und die Torsion T bestimmt sind ([AgFr04]). Im Fall paralleler Torsion ∇cT = 0 vereinfacht sich
diese Beziehung zu







wobei T 2 das Quadrat der 3-Form T in der Clifford-Algebra bezeichnet und ‖T‖2 fu¨r den skalaren
Anteil von T 2 steht. Aus dieser verallgemeinerten Schro¨dinger-Lichnerowicz-Formel ergibt sich
eine erste Abscha¨tzung des Operators /D2:
Der Spinor-Endomorphismus T ist symmetrisch, also diagonalisierbar mit reellen Eigenwerten.
Da T nach Voraussetzung invariant unter dem von ∇c definierten Paralleltransport ist, ha¨ngen
die Eigenwerte nicht vom Punkt ab, und wir ko¨nnen das Spinorbu¨ndel global in die orthogonale
Summe der Eigenra¨ume Σμ von T aufspalten,
Σ = ⊕μΣμ .
Wegen ∇cT = 0 erha¨lt ∇c diese Aufspaltung, und es ist bekannt, dass der Operator (/D)2 unter
der Voraussetzung ∇cT = 0 mit der Wirkung der Torsion T kommutiert und deshalb diese
Aufspaltung ebenfalls erha¨lt. Daher ist es uns mo¨glich, die Einschra¨nkung des Operators /D2 auf
ein Bu¨ndel Σμ zu einem Torsionseigenwert μ zu betrachten,
/D2|Σμ : Σμ −→ Σμ,
und fu¨r jedes Bu¨ndel Σμ gesondert nach einer unteren Schranke fu¨r den kleinsten Eigenwert λ
des Operators /D2 zu suchen. Die Abscha¨tzung, die wir unmittelbar aus der zuvor genannten
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Die Gleichheit wird genau dann realisiert, wenn das Bu¨ndel Σμ einen ∇c-parallelen Spinor
entha¨lt. Wir bezeichnen mit μ1, ..., μl die Eigenwerte der Torsion T . Fu¨r den kleinsten Eigenwert







max(μ21, . . . , μ
2
l ) .
Weitere Abscha¨tzungen fu¨r den Dirac-Operator mit Torsion /D wurden in [AFK08] gegeben.
Die dort verwendete Methode ist von Th. Friedrichs Beweis der Eigenwertabscha¨tzung fu¨r den
Riemannschen Dirac-Operator Dg inspiriert, und zwar betrachten die Autoren nun gewisse
Zusammenha¨nge, die aus dem Levi-Civita-Zusammenhang durch Deformation mit Polynomen
in der Torsion T entstehen. Jeder Typ von Geometrie erfordert auf diese Weise eine gesonderte
Behandlung. Die so erhaltenen Abscha¨tzungen nennen wir Deformationsabscha¨tzungen.
Es gibt jedoch noch einen weiteren Beweis von Friedrichs Eigenwertabscha¨tzung, der den
Riemannschen Twistor-Operator P g ins Spiel bringt. Wenn pr die Projektion auf den Kern der
Clifford-Multiplikation bezeichnet, dann ist der Riemannsche Twistor-Operator P g definiert
als
P g : Γ(Σ)
∇g−→ Γ(T ∗M ⊗ Σ) g Γ(TM ⊗ Σ) pr−→ Γ(TM ⊗ Σ) .
Der Dirac-Operator Dg ist also durch die Verknu¨pfung von kovarianter Ableitung mit der
Projektion auf das Bild der Clifford-Multiplikation gegeben und der Twistor-Operator durch
die Verknu¨pfung von kovarianter Ableitung mit der Projektion auf den Kern der Clifford-
Multiplikation. Seinen Ursprung hat der Twistor-Operator in Arbeiten von R. Penrose zur
allgemeinen Relativita¨tstheorie, weshalb er auch Penrose-Operator genannt wird ([Pen86]).
Auf Eigenwertabscha¨tzungen des Dirac-Operators fu¨hrt die zentrale Identita¨t
‖P gψ‖2 + 1
n
‖Dgψ‖2 = ‖∇gψ‖2 .
Die Bedeutung des Twistor-Operators fu¨r Eigenwertabscha¨tzungen des Dirac-Operators wurde
erstmals in der Arbeit von A. Lichnerowicz ersichtlich ([Lich87]). Kurze Beweise von Eigen-
wertabscha¨tzungen des Riemannschen Dirac-Operators Dg, die auf den Twistor-Operator P g
zuru¨ckgreifen, sind in [Hij94/98] und [Sem98] zu finden.
Spinoren, die im Kern des Riemannschen Twistor-Operators P g liegen, heissen Riemannsche
Twistor-Spinoren. Sie werden a¨quivalent durch die sogenannte Twistor-Gleichung
∇gXψo + 1nXDgψo = 0
beschrieben, die fu¨r alle X ∈ TM gefordert wird. Man sieht leicht, dass jeder Killing-Spinor
ein Twistor-Spinor ist und dass genau diejenigen Twistor-Spinoren Killing-Spinoren sind, die
zusa¨tzlich Eigenspinoren des Operators Dg sind.
Ergebnisse dieser Arbeit – U¨berblick
Ausgangspunkt dieser Arbeit war die Idee, den Twistor-Beweis der Eigenwertabscha¨tzung des
Riemannschen Operators Dg fu¨r den Dirac-Operator mit Torsion /D = Dg + 1
4
T zu adaptieren.
Tatsa¨chlich erhalten wir auf diese Weise eine neue Abscha¨tzung, deren Gleichheitsfall durch
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die Existenz von Twistor-Spinoren zu dem metrischen Zusammenhang mit Torsion n−1
4(n−3)T
gekennzeichnet ist. Dies war die Motivation dafu¨r, Twistor- und Killing-Spinoren zu metrischen
Zusammenha¨ngen mit antisymmetrischer Torsion auch unter allgemeineren Bedingungen zu un-
tersuchen. Versuche, eine Verallgemeinerung von Riemannschen Killing-Spinoren fu¨r Geometrien
mit Torsion zu beschreiben, wurden auch in den Arbeiten [Raj06] und [Fer10] unternommen,
allerdings ohne die Konstruktion von konkreten Beispielen.
Wir geben nun eine U¨bersicht der wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit. Der Inhalt des ersten
Kapitels ist dabei Teil der gemeinsamen Arbeit mit I. Agricola und H. Kim ([ABBK]).
Unsere Voraussetzungen sind dabei diese: (Mn, g) ist eine kompakte Riemannsche Mannig-
faltigkeit der Dimension n mit Spinorbu¨ndel Σ, auf der ein metrischer Zusammenhang ∇c mit
paralleler antisymmetrischer Torsion T existiert, d. h. es gilt ∇cT ≡ 0.
Wichtig wird in unseren Betrachtungen die Zusammenhangsfamilie ∇s, die fu¨r den reellen
Parameter s definiert ist durch
∇sXY = ∇g + 2sT (X,Y ) .
In Kapitel 1 dieser Arbeit zeigen wir die zentrale Twistor-Eigenwertabscha¨tzung fu¨r den











8(n−3)2 ‖T‖2 − n(n−4)4(n−3)2 μ2 .
Der Gleichheitsfall tritt genau dann ein, wenn die Riemannsche Skalarkru¨mmung konstant ist
und der Eigenspinor ψo ∈ Γ(Σμ) ein Twistor-Spinor des Zusammenhangs ∇stw fu¨r den Parameter
stw :=
n−1






8(n−3)2 ‖T‖2 − n(n−4)4(n−3)2 max(μ21, . . . , μ2k) .
Anders als im Riemannschen Fall muss hier ein Spinor, der den Gleichheitsfall der Abscha¨tzung
realisiert, nicht sofort auch ein Killing-Spinor sein.
Ein Vorteil dieser Abscha¨tzung liegt in ihrer Allgemeinheit: Wie die universelle Abscha¨tzung
trifft sie eine Aussage fu¨r eine beliebige 3-Form T , die parallel ist bezu¨glich des Zusammenhangs
∇g+ 1
2
T . Tatsa¨chlich werden wir Beispiele beschreiben, in denen diese Abscha¨tzung optimal wird,
und wir werden sehen, dass sie die bisher bekannten Abscha¨tzungen in manchen Geometrien
verbessert.
Unser erstes Beispiel eines Raums, auf dem die Twistor-Abscha¨tzung optimal wird, ist die
fu¨nfdimensionale Stiefel-Mannigfaltigkeit V2(R4) = SO(4)/SO(2). Hier existiert eine einpara-
metrige Familie homogener Metriken, die durch Reskalieren entlang des speziellen Vektorfel-
des einer metrischen Kontakt-Struktur entsteht. Th. Friedrich zeigte in [Fri80], dass fu¨r eine
dieser Metriken Riemannsche Killing-Spinoren existieren. Wir werden zeigen, dass die Twistor-
Abscha¨tzung fu¨r eine Metrik zu einem anderen Parameter optimal wird und dass die Gleichheit
in der Abscha¨tzung durch Killing-Spinoren mit Torsion realisiert wird.
In Abschnitt 1.4 werden wir sehen, dass die Twistor-Abscha¨tzung auf einer kompakten vier-
dimensionalen Mannigfaltigkeit unter der Voraussetzung Scalgmin >
9
2
‖T‖2 oberhalb der bisher
bekannten Abscha¨tzungen liegt. Der verbleibende Teil von Abschnitt 1.4 ist dem sechsdimensio-
nalen Fall gewidmet. Es ist eine Besonderheit der Dimension sechs, dass hier ein Spinor, der den
Gleichheitsfall der Twistor-Abscha¨tzung auf einem Bu¨ndel Σμ realisiert, wie im Riemannschen
Fall nicht nur ein Twistor-Spinor, sondern sofort auch ein Killing-Spinor ist. Speziell fu¨r eine
sechsdimensionale nearly-Ka¨hler-Mannigfaltigkeit (M6, g, J) mit dem eindeutigen metrischen
Zusammenhang ∇c mit antisymmetrischer Torsion T , fu¨r den ∇cJ = 0 gilt, zeigen wir, dass
die Twistor-Spinoren des Gleichheitsfalls der Twistor-Abscha¨tzung mit den Riemannschen
Killing-Spinoren der nearly-Ka¨hler-Mannigfaltigkeit u¨bereinstimmen. Zuletzt vergleichen wir die
verschiedenen Abscha¨tzungen des Operators /D2 fu¨r eine gewisse Klasse von fast-Hermiteschen
7
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‖T‖2 die bisherigen Abscha¨tzungen.
In Kapitel 2 wird das allgemeine Konstruktionsprinzip von Killing-Spinoren mit Torsion darge-
legt, das hinter dem Beispiel der fu¨nfdimensionalen Stiefel-Mannigfaltigkeit V2(R4) = SO(4)/SO(2)
steht. Auf einer Sasaki-Mannigfaltigkeit (M2k+1, g, ξ, η, ϕ) ist eine sogenannte D-homothetische
Deformation gt der Metrik g definiert durch
gt := tg + (t
2 − t)η ⊗ η .
Wir werden Killing-Spinoren mit Torsion auf Sasaki-Mannigfaltigkeiten beschreiben, die sich
durch eine solche Deformation einer Riemannschen Einstein-Metrik bzw. einer semi-Riemannschen
Einstein-Metrik mit Lorentz-Signatur konstruieren lassen.
In Kapitel 3 untersuchen wir auf einer fu¨nfdimensionalen Riemannschen Spin-Mannigfaltigkeit
(M5, g) fu¨r eine beliebige 3-Form T , die parallel ist bezu¨glich des Zusammenhangs ∇c := ∇g+1/2T ,
die Gleichungen
Tψ = μψ, ∇sXψ = βXψ .
Wir zeigen, dass die Lo¨sungsspinoren dieser Gleichungen bis auf bestimmte Ausnahmen die im vor-
hergehenden Kapitel konstruierten Killing-Spinoren mit Torsion auf einer Sasaki-Mannigfaltigkeit
sind. Der erste Ausnahmefall tritt fu¨r s = −3/4 ein. Der zweite besondere Fall tritt fu¨r s = 1/4
ein. Killing-Spinoren zu diesem Parameter s = 1/4 sind Spinoren, die parallel bezu¨glich des Zu-
sammenhangs ∇c sind. Wir zeigen, dass eine fu¨nfdimensionale Mannigfaltigkeit mit ∇c-parallelen
Spinoren, die sich nicht durch eine D-homothetische Deformation einer Einstein-Sasaki-Metrik
konstruieren lassen, lokal einer von drei bestimmten natu¨rlich-reduktiven Ra¨umen ist, na¨mlich
die fu¨nfdimensionale Heisenberg-Gruppe H5 oder SO(3)×SO(3)/SO(2) oder SO(3)×SL(2,R)/SO(2)
mit gewissen Einbettungen von SO(2). In Abschnitt 3.2 beschreiben wir diese natu¨rlich-reduktiven
Ra¨ume mit ihren ∇c-parallelen Spinoren explizit, und wir geben auf der fu¨nfdimensionalen
Heisenberg-Gruppe zudem ein Beispiel von Killing-Spinoren mit Torsion zum Parameter s = −3/4.
In Kapitel 4, dem letzten Teil der Arbeit, kehren wir zu den Eigenwerten des Operators
/D2 zuru¨ck. Wir vergleichen die bekannten Abscha¨tzungen, die fu¨r Sasaki-Mannigfaltigkeiten
(M2k+1, ξ, η, ϕ) mit der Torsion T = η∧dη bekannt sind, und sehen, dass die Twistor-Abscha¨tzung
sta¨rker als die universelle Abscha¨tzung ist, wenn Scalgmin > 8k
2 gilt. Die von uns auf gewissen
Sasaki-Mannigfaltigkeiten konstruierten Killing-Spinoren mit Torsion sind Eigenspinoren des
Operators /D. Speziell im fu¨nfdimensionalen Fall ko¨nnen wir zeigen, dass fu¨r einen gewissen
Wertebereich der Skalarkru¨mmung ihr Eigenwert der kleinste Eigenwert des Operators /D ist.
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1 Die Twistor-Eigenwertabscha¨tzung fu¨r /D = Dg + 14T
In diesem Kapitel beweisen wir mit Hilfe des Twistor-Operators eine allgemeine Eigenwert-
abscha¨tzung fu¨r den Operator /D = Dg + 1
4
T . Das zentrale Ergebnis ist die Integralformel aus
Satz 1.8 und die Abscha¨tzung aus Korollar 1.9. Die speziellen Spinorfelder, die den Gleichheitsfall
dieser Twistor-Abscha¨tzung charakterisieren, untersuchen wir in Abschnitt 1.3 allgemein, und in
Abschitt 1.4 betrachten wir die Twistor-Abscha¨tzung speziell in den Dimensionen vier und sechs.
Die Ergebnisse dieses Kapitels sind Teil des gemeinsamen Artikels [ABBK] mit I. Agricola und
K. Kim.
Unsere wichtigsten Bezeichnungen und Voraussetzungen sind diese: (Mn, g) ist eine kompakte
Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit der Dimension n mit Spinorbu¨ndel Σ. Der Raum der glatten
Schnitte im Spinorbu¨ndel ist Γ(Σ). Der Levi-Civita-Zusammenhang der Riemannschen Metrik g
ist ∇g, und der Riemannsche Dirac-Operator ist Dg. Der Zusammenhang ∇c steht immer fu¨r
einen metrischen Zusammenhang ∇c = ∇g + 1
2
T mit antisymmetrischer Torsion T , d. h. fu¨r die
Torsion gilt g(T (X,Y ), Z) + g(T (X,Z), Y ) = 0. Wir bezeichnen den (2, 1)-Tensor der Torsion und
die zugeho¨rige 3-Form unterschiedslos mit T . Meist wird ∇cT = 0 eine weitere Voraussetzung
sein, die wir aber jeweils nennen. Wir werden viel mit der Zusammenhangsfamilie
∇sXY := ∇gXY + 2sT (X,Y )
arbeiten. Fu¨r s = 0 erhalten wir dabei den Levi-Civita-Zusammenhang ∇g und fu¨r s = 1/4 den
Zusammenhang ∇c mit Torsion T . Fu¨r den Lift von ∇s ins Spinorbu¨ndel gilt
∇sXψ = ∇gXψ + s(XT )ψ .
Die Clifford-Multiplikation zeigen wir hierbei nicht durch einen Punkt an. Wir kennzeichnen
Objekte mit einem hochgestellten s, um ausdru¨cken, dass sie zu dem Zusammenhang ∇s geho¨ren.
Beispielsweise ist Ds der Dirac-Operator des Zusammenhangs ∇s, d. h. die Verknu¨pfung von der
spinoriellen kovarianten Ableitung ∇s mit der Clifford-Multiplikation. Wir werden das Spektrum
des Dirac-Operators /D zum metrischen Zusammenhang mit Torsion T/3 untersuchen, also den




Als Vorbereitung auf die zu zeigende Eigenwertabscha¨tzung stellen wir bereits Bekanntes zu
Dirac- und Twistor-Operatoren zusammen. Insbesondere erinnern wir am Ende dieses Abschnitts
daran, wie sich Friedrichs Eigenwertabscha¨tzung ([Fri80]) fu¨r den kleinsten Eigenwert des Rie-
mannschen Dirac-Operators durch den Riemannschen Twistor-Operator beweisen la¨sst.
Wie in [FrIv02] ordnen wir einer 3-Form T die 4-Form σT zu, die durch folgende zyklische
Summation definiert ist:
σT (X,Y, Z,W ) :=
X,Y,Z
S T (T (X,Y ), Z,W ) .
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(ejT ) ∧ (ejT ) .
Die 4-Form σT besitzt eine weitere Interpretation:
Lemma 1.1 ([Agr03]).
In der Clifford-Algebra hat das Element T 2 keinen Bestandteil vom Grad zwei und sechs. Der
skalare Anteil und der Anteil vom Grad vier sind




‖T (ej , ek)‖2, T 24 = −2σT .
Fu¨r die Wurzel aus dem skalaren Anteil von T 2 verwenden wir die Bezeichnung ‖T‖ :=√‖T‖2.
Im Fall paralleler Torsion ist die 4-Form σT außerdem zur 4-Form des Differentials dT proportio-
nal:
Lemma 1.2 ([IvPa01]).
Sei ∇ ein metrischer Zusammenhang mit antisymmetrischer Torsion T . Dann ist das a¨ußere
Differential von T
dT (X,Y, Z, V ) =
(
X,Y,Z
S (∇XT )(Y, Z, V )
)
− (∇V T )(X,Y, Z) + 2σT (X,Y, Z, V ) .
Insbesondere folgt aus ∇T = 0, dass dT = 2σT gilt.
Der Dirac-Operator D∇ eines metrischen Zusammenhangs ∇ ist durch die Verknu¨pfung von
kovarianter Ableitung ∇ und Clifford-Multiplikation gegeben:
D∇ : Γ(Σ) ∇−→ Γ(T ∗M ⊗ Σ) g Γ(TM ⊗ Σ) ·−→ Γ(Σ) .














ej∇gejψ + s ej(ejT )ψ
)
= Dgψ + 3sTψ .





Dieser Operator tritt in der Schro¨dinger-Lichnerowicz-Formel fu¨r das Quadrat des Dirac-
Operators Ds zum Zusammenhang ∇s auf. Mit δT ist die Divergenz der 3-Form T bezeichnet.





Falls T parallel ist bezu¨glich einem der Zusammenha¨nge ∇s, gilt δT = 0. Wir haben fu¨r den




Fu¨r das Quadrat des Dirac-Operators Ds gilt
(Ds)2 = Δs + 1
4
Scals + 3s dT − 8s2σT + 2s δT − 4sDs .
Der Antikommutator von Ds und T ist
DsT + TDs = dT + δT − 8sσT − 2Ds .
U¨ber das Spektrum des hier auftretenden Operators Ds lassen sich im allgemeinen Fall auf
einfache Weise keine Aussagen treffen. Fordert man aber nicht mehr, dass der Dirac-Operator und
der Laplace-Operator zum selben Zusammenhang ∇s geho¨ren, so erlaubt dieser Freiheitsgrad,
den Operator Ds aus der Gleichung zu eliminieren, und wir erhalten die verallgemeinerte
Schro¨dinger-Lichnerowicz-Formel :
Satz 1.4 ([AgFr04], Verallgemeinerte Schro¨dinger-Lichnerowicz-Formel).
Fu¨r beliebige antisymmetrische Torsion T gilt
(Ds/3)2 = Δs + 1
4
Scalg + s dT − 2s2‖T‖2 .
Im Fall ∇sT = 0 vereinfacht sich diese Gleichung zu
(Ds/3)2 = Δs + 1
4
Scalg + s(1− 2s)‖T‖2 − sT 2 .
Gilt ∇sT = 0, kommutieren Δs und T . Aus der obigen Identita¨t folgt dann auch
(Ds/3)2 ◦ T = T ◦ (Ds/3)2 .
Der Spinor-Endomorphismus T ist symmetrisch, also diagonalisierbar mit reellen Eigenwerten.
Wenn ∇sT = 0 gilt und T also invariant unter dem von ∇s definierten Paralleltransport ist,
ha¨ngen die Eigenwerte nicht vom Punkt ab, und wir ko¨nnen das Spinorbu¨ndel Σ global in die
orthogonale Summe der Eigenra¨ume Σμ von T aufspalten,
Σ = ⊕μΣμ .
Wegen ∇sT = 0 erha¨lt ∇s diese Aufspaltung, und der Operator (Ds/3)2 erha¨lt diese Aufspaltung
ebenfalls, da er mit der Wirkung der Torsion T kommutiert.
Wir bezeichnen mit μ1, ..., μl die Eigenwerte der Torsion T . Aus der verallgemeinerten Schro¨dinger-
Lichnerowicz-Formel (Satz 1.4) fu¨r den Operator /D (s = 1/12) im Fall ∇c-paralleler Torsion,







erhalten wir die folgende Abscha¨tzung, die wir die universelle Eigenwertabscha¨tzung nennen:
Lemma 1.5 (Universelle Eigenwertabscha¨tzung).











μ2 =: βuniv(μ) .
Die Gleichheit wird genau dann angenommen, wenn das Bu¨ndel Σμ einen ∇c-parallelen Spinor








max(μ21, . . . , μ
2
l ) =: βuniv .
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Fu¨r T = 0 stimmt die verallgemeinerte Schro¨dinger-Lichnerowicz-Formel mit der klassischen
Schro¨dinger-Lichnerowicz-Formel u¨berein. Die universelle Eigenwertabscha¨tzung geht somit fu¨r
T = 0 in eine Abscha¨tzung u¨ber, die fu¨r Metriken positiver Skalarkru¨mmung nicht optimal ist.
Wir werden im kommenden Abschnitt sehen, dass unsere twistorielle Eigenwertabscha¨tzung dies
verbessert und fu¨r T = 0 Friedrichs Abscha¨tzung ([Fri80]) reproduziert.
Wir kommen nun, in diesem letzen Teil des Abschnitts, zu Twistor-Operatoren, Twistor-Spinoren
und Killing-Spinoren. Eine grundlegende U¨bersichtsarbeit zu diesen Themen ist [BFGK91]. Es
bezeichne pr die Projektion auf den Kern der Clifford-Multiplikation. Dann ist der Twistor-
Operator P∇ eines metrischen Zusammenhangs ∇ definiert durch
P∇ : Γ(Σ) ∇−→ Γ(T ∗M ⊗ Σ) g Γ(TM ⊗ Σ) pr−→ Γ(TM ⊗ Σ) .
In einem lokalen Orthonormalreper ej la¨sst sich der Twistor-Operator P∇ des Zusammenhangs ∇









Elemente des Kerns von P∇ heißen Twistor-Spinoren. Ein Spinor ψo ∈ Γ(Σ) ist genau dann ein
Twistor-Spinor des Zusammenhangs ∇, wenn er die Twistor-Gleichung
∇Xψo + 1nXD∇ψo = 0
fu¨r alle X ∈ TM erfu¨llt. Ein besonderer Fall von Twistor-Spinoren sind Killing-Spinoren: Ein
Spinor ψo ∈ Γ(Σ) ist ein Killing-Spinor des Zusammenhangs ∇ zur Killing-Zahl β, falls er die
Killing-Gleichung
∇Xψo = βXψo
fu¨r alle X ∈ TM erfu¨llt. Ein Killing-Spinor ψo des Zusammenhangs ∇ zur Killing-Zahl β ist
immer auch Eigenspinor des Dirac-Operators D∇ zum selben Zusammenhang ∇, und zwar zum
Eigenwert −β/n. Dies folgt unmittelbar aus dem lokalen Ausdruck fu¨r den Dirac-Operator.
Damit ist der Killing-Spinor ψo auch immer ein Twistor-Spinor desselben Zusammenhangs ∇.
Umgekehrt ist ein Twistor-Spinor des Zusammenhangs ∇ genau dann ein Killing-Spinor des
Zusammenhangs ∇, wenn er auch ein Eigenspinor des Operators D∇ ist.
Da ein Killing-Spinor ψo des Zusammenhangs ∇ zur Killing-Zahl β parallel ist bezu¨glich des
spinoriellen Zusammenhangs ∇X − βX, besitzt er keine Nullstellen.
Wenn ∇ ein metrischer Zusammenhang mit antisymmetrischer Torsion T ist, dann definiert ein





Wie im klassischen Fall eines Riemannschen Killing-Spinors ist dieses Vektorfeld, wenn es nicht
Null ist, ein Killing-Vektorfeld: Da ∇ metrisch ist, gilt
∇Y Xψo = iβ
∑
j
〈ψo, (ejY − Y ej)ψo〉ej .
Fu¨r die Lie-Ableitung der Metrik g in Richtung des Vektorfeldes Xψo gilt aufgrund dieser
Identita¨t und der Antisymmetrie der Torsion T(LXψo g) (Y, Z) = g(∇Y Xψo , Z) + g(Y,∇ZXψo) + g(T (Xψo , Y ), Z) + g(Y, T (Xψo , Z)) = 0 .
Also ist das Vektorfeld Xψo ein Killing-Vektorfeld.
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1.1 Technische Grundlagen
Folgende Identita¨t ist von großer Bedeutung fu¨r Eigenwertabscha¨tzungen des Dirac-Operators:
Lemma 1.6.
Sei ψ ∈ Γ(Σ) ein beliebiger Spinor. Dann gilt
‖P∇ψ‖2 + 1
n
‖D∇ψ‖2 = ‖∇ψ‖2 .
Wie in [Hij94/98] und [Sem98] ausgefu¨hrt, zeigt man mit dieser Beziehung auf folgende Weise
die Friedrichsche Abscha¨tzung fu¨r den Riemannschen Dirac-Operator:
Wir bezeichnen mit Dg und P g den Dirac- bzw. den Twistor-Operator zum Levi-Civita-
Zusammenhang einer kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit (Mn, g), und durch Integration
der klassischen Schro¨dinger-Lichnerowicz-Formel
(Dg)2 = Δg + 1
4
Scalg
erhalten wir aufgrund der Selbstadjungiertheit von Dg und aufgrund der Definition von Δg als
Verknu¨pfung der kovarianten Ableitung ∇g : Γ(Σ) −→ Γ(T ∗M ⊗ Σ) mit der formal adjungierten







Wir nutzen weiter die Gleichung aus Lemma 1.6, um den ersten Summanden auf der rechten










Lassen wir den ersten (nicht negativen) Summanden der rechten Seite hier weg und gehen im
zweiten Summanden zum Minimum der Skalarkru¨mmung u¨ber, erhalten wir fu¨r einen Eigenwert





Im folgenden Abschnitt werden wir sehen, wie sich dieser Beweisgedanke fu¨r Eigenwert-








Wir beweisen nun mit Hilfe des Twistor-Operators eine neue allgemeine Eigenwertabscha¨tzung
fu¨r den Dirac-Operator /D = Dg + 1
4
T . Wir setzen hierbei ∇cT = 0 voraus. Die Eigenwerte des
Spinor-Endomorphismus T bezeichnen wir mit μj ∈ R und die zugeho¨rigen Eigenra¨ume mit Σμi .









8(n−3)2 ‖T‖2 − n(n−4)4(n−3)2 μ2 .
Der Gleichheitsfall tritt genau dann ein, wenn die Riemannsche Skalarkru¨mmung Scalg konstant
und der zu λ geho¨rige Eigenspinor ein Twistor-Spinor des Zusammenhangs ∇s zum Parameter
s = n−1
4(n−3) ist. Die Beweisidee besteht darin, von der verallgemeinerten Schro¨dinger-Lichnerowicz-
Formel auszugehen und die nach Anwenden der Twistor-Operatoren-Identita¨t aus Lemma 1.6
auftretende Differenz der Quadrate zweier Dirac-Operatoren zu den Parametern s und s/3 durch
geeignete Wahl des Paramters s als Quadrat des Dirac-Operators /D plus Torsionsterme neu zu
interpretieren.

















(Ds)2 = (Dg + sT )2 − 1
n
(Dg + 3sT )2
= (Dg)2 + s2T 2 + s(DgT + TDg)− 1
n
(




























Dies vergleichen wir mit dem Ausdruck fu¨r das Quadrat eines Operators der Form Dg + cT ,
(Dg + cT )2 = (Dg)2 + c(DgT + TDg) + c2T 2 .
Ein Blick auf die jeweiligen Koeffizienten vor dem Summanden (DgT + TDg) sagt uns, dass wir
den Operator Dg + cT fu¨r c = sn−3






















Mit diesem Lemma vorbereitet, ko¨nnen wir die zentrale Integralformel beweisen.
Satz 1.8 (Die Twistor-Integralformel).
Sei ∇cT = 0. Dann gilt fu¨r den Operator /D = Dg + 1
4















wobei der Parameter stw des Twistor-Operators P stw fu¨r den Wert stw = n−14(n−3) steht.
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1.2 Twistor-Eigenwertabscha¨tzung
Beweis. Fu¨r den Dirac-OperatorDs/3 = Dg+3sT gilt die verallgemeinerte Schro¨dinger-Lichnerowicz-











Die La¨nge ‖∇sψ‖2 kann nach Lemma 1.6 u¨ber den Twistor- und den Dirac-Operator zum










Scalg ‖ψ‖2 − 2s2
∫
‖T‖2‖ψ‖2 .















〈dTψ, ψ〉 − 2s2
∫
‖T‖2‖ψ‖2 + s2 4
n−1T
2.
Wir wa¨hlen den Parameter s nun so, dass der Dirac-Operator auf der linken Seite zum Operator
/D = Dg + 1
4




















Aus∇cT = 0 folgt dT = 2σT , und da allgemein gilt T 2 = −2σT+‖T‖2, erhalten wir dT = −T 2+‖T‖2.













Da der Operator /D2 mit dem Spinor-Endomorphismus T kommutiert (Lemma 1.4), ko¨nnen wir
annehmen, dass ein Eigenspinor ψo von /D2 zum Eigenwert λ auch ein Eigenspinor von T zu
einem Eigenwert μ ist, also im Unterbu¨ndel Σμ liegt. Aus der obigen Integralformel erhalten wir
fu¨r jedes Eigenbu¨ndel Σμ die folgende Eigenwertabscha¨tzung:
Korollar 1.9 (Twistor-Eigenwertabscha¨tzung auf Σμ).
Gelte ∇cT = 0. Fu¨r den kleinsten Eigenwert λ von /D2 auf Σμ gilt
λ(/D2|Σμ) ≥ n4(n−1)Scalgmin + n(n−5)8(n−3)2 ‖T‖2 − n(n−4)4(n−3)2 μ2 .
Der Gleichheitsfall tritt genau dann ein, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfu¨llt sind:
(1) Die Riemannsche Skalarkru¨mmung Scalg ist konstant,
(2) der Eigenspinor ψo ∈ Γ(Σμ) ist ein Twistor-Spinor fu¨r stw = n−14(n−3) .
Beim U¨bergang zum gesamten Spinorbu¨ndel Σ ergibt sich hieraus:
Korollar 1.10 (Twistor-Eigenwertabscha¨tzung).






8(n−3)2 ‖T‖2 − n(n−4)4(n−3)2 max(μ21, . . . , μ2k) .
Der Gleichheitsfall tritt genau dann ein, wenn die folgenden drei Bedingungen erfu¨llt sind:
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(1) Die Riemannsche Skalarkru¨mmung Scalg ist konstant,
(2) der Eigenspinor ψo ist ein Twistor-Spinor fu¨r stw = n−14(n−3) ,
(3) der Eigenspinor ψo liegt im Unterbu¨ndel Σμ zum gro¨ßten Eigenwert μ von T .
Wir machen einige Bemerkungen zu dieser Abscha¨tzung:
• Fu¨r T = 0 geht die Abscha¨tzung in Friedrichs Ungleichung u¨ber, d. h. in die fu¨r den
allgemeinen Riemannschen Fall optimale Abscha¨tzung.
• Es ist mo¨glich, dass die Abscha¨tzung auf einem Unterbu¨ndel Σμ scharf ist, auf einem
anderen Unterbu¨ndel nicht. Insbesondere muss die Gesamtabscha¨tzung, bei der man zum
Maximum von μ2 u¨bergeht, noch nicht scharf sein, wenn auf einem beliebigen Unterbu¨ndel
Σμ der Gleichheitsfall eintritt.
• In manchen Geometrien ist bereits bekannt, dass der kleinste Eigenwert von /D2 immer in
einem bestimmten Bu¨ndel Σμ liegt. Dies ist beispielsweise fu¨r fu¨nfdimensionale Sasaki-
Mannigfaltigkeiten der Fall (vgl. [AFK08] und Kapitel 4 dieser Arbeit).
• Die Abscha¨tzung liefert dann eine sinnvolle Aussage, wenn Scalg im Vergleich zu ‖T‖2 und
den Torsions-Eigenwerten μj so groß ist, dass auf der rechten Seite ein positiver Wert
steht. Es gibt Ra¨ume mit negativer Skalarkru¨mmung, in denen das nicht der Fall ist.
In Abschnitt 3.2 beschreiben wir hierzu das Beispiel der fu¨nfdimensionalen Heisenberg-
Gruppe.
• Anders als im Riemannschen Fall mu¨ssen diejenigen Twistor-Spinoren, die den Gleichheits-
fall in der Abscha¨tzung realisieren, nicht sofort auch Killing-Spinoren sein. Das Problem
hierbei ist, dass zwar /D2 mit der Torsion kommutiert, aber nicht /D selbst. Wenn wir einen
Eigenspinor ψ von /D bezu¨glich der Unterbu¨ndel Σμ zerlegen in ψ = ψ1 + ψ2 + ..., dann ist
ein Spinor ψj ∈ Γ(Σμj ) wieder Eigenspinor von /D2, aber nicht notwendigerweise auch von /D.
Falls jedoch in einem bestimmten Fall bekannt ist, dass ein ψj ∈ Γ(Σμj ) tatsa¨chlich ein
Eigenspinor von /D selbst ist, dann ist ψj Eigenspinor aller Operatoren der Familie Ds und
ein Killing-Spinor zu genau den Zusammenha¨ngen ∇s, fu¨r die er ein Twistor-Spinor ist. In
allen unseren bisherigen Beispielen fu¨r Twistor-Spinoren mit Torsion ist das der Fall.
• In Abschnitt 1.4 werden wir sehen, dass in Dimension sechs ein besonderer Fall vorliegt:
Hier sind die Twistor-Spinoren des Gleichheitsfalls tatsa¨chlich auch Killing-Spinoren.
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1.2 Twistor-Eigenwertabscha¨tzung
Wir beschreiben nun einen Raum explizit, auf dem die Gleichheit in der Twistor-Abscha¨tzung
eintritt. Dieses Beispiel ist typisch fu¨r eine gro¨ßere Klasse von Geometrien, die wir in den
folgenden Kapiteln noch eingehend untersuchen werden.
Die fu¨nfdimensionale Stiefel-Mannigfaltigkeit V2(R4)
Wir betrachten die fu¨nfdimensionale Stiefel-Mannigfaltigkeit V2(R4) = SO(4)/SO(2) mit der
einparametrigen Familie von Metriken, die G. Jensen ([Jen75]) erstmals beschrieb: Wir betten
H = SO(2) nach G = SO(4) ein als den unteren 2× 2-Block auf der Diagonalen. Die Lie-Algebra










⎞⎟⎟⎟⎠ =: (a,X) | a ∈ R, X ∈ M2,2(R)
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ .
Sei β(X,Y ) := tr(XtY ) die Killing-Form von so(4). Die Jensen-Metrik auf m zum Parameter t ∈ R
ist
〈(a,X), (b, Y )〉 = 1
2
β(X,Y ) + tβ(a, b) =
1
2
β(X,Y ) + 2t ab .
G. Jensen zeigte, dass diese Metrik fu¨r t = 2/3 eine Einstein-Metrik ist. In [Fri80] zeigte Th. Fried-
rich, dass der Raum eine homogene Spin-Struktur tra¨gt und zwei Riemannsche Killing-Spinoren
besitzt. Eine detaillierte Beschreibung der metrischen Fast-Kontakt-Strukturen und der me-
trischen Zusammenha¨nge mit antisymmetrischer Torsion des Raums findet sich in [Agr03].
Insbesondere verweisen wir auf die beiden letztgenannten Arbeiten fu¨r Beweise der hier ge-
brauchten Formeln.
Sei Ejl die Standardbasis von so(4), die aus den schiefsymmetrischen Endomorphismen
Ejl := e
∗
j ⊗ el − e∗l ⊗ ej , 1 ≤ j < l ≤ 4
besteht. Dann ist eine Orthonormalbasis von m gegeben durch




Wenn wir m durch diese Basis mit R5 identifizieren, ist die Isotropiedarstellung eines Elements
A(θ) =
(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ
)
∈ H = SO(2)
und der Lift in die vierdimensionale Spinordarstellung κ : Spin(R5) → GL(Δ5) gegeben durch
Ad g(θ) =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cos θ − sin θ 0 0 0
sin θ cos θ 0 0 0
0 0 cos θ − sin θ 0
0 0 sin θ cos θ 0







eiθ 0 0 0
0 e−iθ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
⎞⎟⎟⎟⎠ .
Daher definieren die Basiselemente ψ3 und ψ4 von Δ5 globale Schnitte des Spinorbu¨ndels
S = G ×κ(˜Ad ) Δ5, wenn man sie als konstante Abbildungen G → Δ5 interpretiert. Tatsa¨chlich
sind fu¨r den Parameter t = 2/3 die Spinoren ψ± := ±iψ3 + ψ4 genau die Riemannschen Killing-
Spinoren aus [Fri80]. Fu¨r die undeformierte Metrik t = 1/2 sind diese beiden Spinoren parallel.
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(E13 + E24) .
Der Raum m hat also eine besondere Richtung ξ = Z5, die invariant unter der Isotropiedarstellung
ist. Die duale 1-Form ist η(X) := 〈Z5, X〉. Wie in [Agr03] beschrieben, existieren drei metrische
Fast-Kontakt-Strukturen auf dem Raum, die mit der Isotropiedarstellung kommutieren. Wir
betrachten hier den schiefsymmetrischen Endomorphismus ϕ : TM → TM , der durch
ϕ(Z1) = −Z3, ϕ(Z2) = −Z4, ϕ(Z5) = 0
gegeben ist. Da die 2-Formen Z1 ∧ Z3 und Z2 ∧ Z4 invariant unter der Isotropiedarstellung sind,
ist es die 3-Form
T = η ∧ dη = −
√
2t (Z1 ∧ Z3 + Z2 ∧ Z4) ∧ Z5 .
ebenfalls. Man pru¨ft, dass fu¨r den invarianten metrischen Zusammenhang ∇c mit Torsion T
gilt
∇cϕ = 0 = ∇cξ = ∇cη, ∇cT = 0 .
Des Weiteren haben wir fu¨r die Torsion T
‖T‖2 = 4t, μ ∈ {0,±2
√
2t}, Scalg = 8− 2t, Ricg = diag(2− t, 2− t, 2− t, 2− t, 2t).
Man sieht, dass ψ± im Bu¨ndel Σμ fu¨r μ = ∓2
√
2t liegt und ein Eigenspinor von /D = /Dg + 1
4
T
zum Eigenwert ±1/√2t ist. Die Werte der universellen Eigenwertabscha¨tzung und der Twistor-
Abscha¨tzung sind
βuniv = 2(1− t), βtw = 52 − 258 t .
Die beiden Abscha¨tzungen stimmen fu¨r t = 4/9 u¨berein. Unterhalb dieses Wertes ist die Twistor-
Abscha¨tzung besser, und oberhalb dieses Wertes ist die universelle Eigenwertabscha¨tzung besser.
Fu¨r große Werte von t wird die Skalarkru¨mmung negativ. Beide Abscha¨tzungen liefern in diesem
Fall keine Aussage. Fu¨r t = 1/2 sind die Spinoren ψ± parallel bezu¨glich ∇c und die universelle
Eigenwertabscha¨tzung βuniv wird optimal. Die Twistor-Abscha¨tzung βtw wird fu¨r t = 2/5 optimal.
In diesem Fall sind die Spinoren ψ± also Torsions-Twistor-Spinoren zum Abscha¨tzungsparameter
stw = 1/2. Tatsa¨chlich berechnet man, dass die Spinoren ψ± dann sogar Torsions-Killing-Spinoren
mit Killing-Zahl β = ±√5/10 sind.
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1.3 Twistor- und Killing-Spinoren mit Torsion
1.3 Twistor- und Killing-Spinoren mit Torsion
Ist (Mn, g,Σ) eine Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit und ∇c ein metrischer Zusammenhang mit
antisymmetrischer Torsion T , dann heißt ein Spinor ψo ∈ Γ(Σ) Torsions-Twistor-Spinor zum Para-
meter s oder auch Twistor-Spinor mit Torsion zum Parameter s, wenn ψo die Twistor-Gleichung
fu¨r den Zusammenhang ∇sXψ = ∇gXψ + s(XT )ψ erfu¨llt. Der Spinor ψo heißt Torsions-Killing-
Spinor zum Parameter s oder auch Killing-Spinor mit Torsion zum Parameter s, wenn er
die Killing-Gleichung fu¨r den Zusammenhang ∇s erfu¨llt. In der Beschreibung des Gleichheits-
falls der Twistor-Abscha¨tzung (Korollar 1.9) treten Torsions-Twistor-Spinoren zum Parameter
stw :=
n−1
4(n−3) auf. In diesem Abschnitt untersuchen wir zuna¨chst die Twistor-Spinoren des
Zusammenhangs ∇s fu¨r den Abscha¨tzungsparameter stw, und anschließend beschreiben wir,
welche Gestalt die Kru¨mmung notwendigerweise hat, wenn Torsions-Killing-Spinoren zu einem
Zusammenhang ∇s fu¨r beliebiges reelles s existieren.
Fu¨r einen Torsions-Twistor-Spinor zum Abscha¨tzungsparameter stw erhalten wir eine Iden-
tita¨t, die der twistoriellen Integralformel aus Satz 1.8 a¨hnelt:
Lemma 1.11.
Ist (Mn, g,Σ) eine Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit mit einem metrischen Zusammenhang
∇c mit ∇c-paralleler antisymmetrischer Torsion T und ψo ∈ Γ(Σ) ein Torsions-Twistor-Spinor




gψo − n(n−4)4(n−3)2 T 2ψo + n(n−5)8(n−3)2 ‖T‖2ψo .
Insbesondere ist ein Torsions-Twistor-Spinor ψo zum Abscha¨tzungsparameter stw = n−14(n−3) , der
ein Eigenspinor der Torsion T ist, genau dann ein Eigenspinor des Operators /D2, wenn die
Skalarkru¨mmung Scalg konstant ist.
Beweis. Wir wa¨hlen zu einem beliebigen Punkt x ∈ Mn ein lokales Orthonormalreper ej , das
(∇sej)x ≡ 0 erfu¨llt. Fu¨r den spinoriellen Laplace-Operator Δs haben wir im Punkt x den Ausdruck








∇sej∇sejψo + 1n∇sej (ejDsψo)
= −Δsψo + 1n (Ds)2ψo .
Aus der verallgemeinerten Schro¨dinger-Lichnerowicz-Formel
(Ds/3)2 = Δs + 1
4
Scalg + sdT − 2s2‖T‖2
folgt dann
(Ds/3)2ψo − 1n (Ds)2ψo = 14Scalgψo + sdTψo − 2s2‖T‖2ψo .
Nach Lemma 1.7 ko¨nnen wir fu¨r s = stw auf der linken Seite den Operator /D2 ins Spiel bringen:
n−1
n
/D2ψo − s2tw 4n−1T 2ψo = 14Scalgψo + stwdTψo − 2s2tw‖T‖2ψo .
Wegen ∇cT = 0 gilt dT = 2σT = ‖T‖2 − T 2, und mit dieser Substitution erhalten wir insgesamt
die zu zeigende Identita¨t.
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Wir beschreiben nun die Kru¨mmungsgro¨ßen des Zusammenhangs ∇s. Die wichtigste Erkennt-
nis ist hierbei, dass die Riemannsche Skalarkru¨mmung konstant ist, wenn ∇cT = 0 gilt und
Torsions-Killing-Spinoren zu einem reellen Parameter s existieren. Des Weiteren werden wir in
Abschnitt 3.1 bei der Charakterisierung der Killing-Spinoren mit Torsion in fu¨nf Dimensionen
auf die hier bewiesenen Symmetrieeigenschaften des Kru¨mmungstensors Rs zuru¨ckgreifen.
Die allgemeine Beziehung zwischen den Riemannschen Kru¨mmungsgro¨ßen und denen eines
metrischen Zusammenhangs mit antisymmetrischer Torsion T ist wie folgt:
Lemma 1.12 ([IvPa01]).
Sei ∇ ein beliebiger metrischer Zusammenhang mit antisymmetrischer Torsion T . Dann gilt:
Rg(X,Y, Z,W ) = R∇(X,Y, Z,W )− 1
2
(∇XT )(Y, Z,W ) + 12 (∇Y T )(X,Z,W )
− 1
4
g(T (X,Y ), T (Z,W ))− 1
4
σT (X,Y, Z,W )
Ricg(X,Y ) = Ric∇(X,Y ) + 1
2
δT (X,Y ) + 1
4
∑
g(T (ej , X), T (ej , Y ))
Scalg = Scal∇ + 3
2
‖T‖2 .
Die Kru¨mmungsrechnungen von [AFK08] fu¨r einen metrischen Zusammenhang ∇c mit antisym-
metrischer paralleler Torsion T verallgemeinern wir auf die gesamte Zusammenhangsfamilie
∇sXY = ∇gXY + 2sT (X,Y ):
Lemma 1.13.
Bezeichne ∇c einen metrischen Zusammenhang mit paralleler antisymmetrischer Torsion T ,
∇cT ≡ 0, und sei s ∈ R. Fu¨r den Kru¨mmungstensor Rs des Zusammenhangs ∇sXY = ∇gXY +
2sT (X,Y ) gilt:
X,Y,Z
S Rs(X,Y, Z,W ) = 2s(3− 4s)σT (X,Y, Z,W )
Rs(X,Y, Z,W ) = Rs(Z,W,X, Y ) .
Existiere nun ein Spinorbu¨ndel Σ und sei ψ ∈ Γ(Σ). Dann ist die Beziehung zwischen den Spinor-
Endomorphismen RsΣ(X,Y )ψ := ∇sX∇sY ψ −∇sY ∇sZψ −∇s[X,Y ]ψ und dem Ricci-Endomorphismus
Rics(X)ψ :=
∑




ejRsΣ(X, ej)ψ + 2s(3− 4s)XσTψ .
Falls ein Torsions-Killing-Spinor existiert, lassen sich weitere Aussagen u¨ber die Kru¨mmung
treffen:
Lemma 1.14. Gelte ∇cT = 0. Ist ψo ∈ Γ(Σ) ein Killing-Spinor des Zusammenhangs ∇s zur
Killing-Zahl β, dann gilt
RsΣ(X,Y )ψo = β2(Y X −XY )ψo + 4βsT (X,Y )ψo
Rics(X)ψo = 4(n− 1)β2Xψo − 16βs(XT )ψo + 2s(3− 4s)XσTψo
Scalsψo = 4n(n− 1)β2ψo + 48βsTψo + 8s(4s− 3)σTψo .
Insbesondere sind die Skalarkru¨mmungen Scals und Scalg konstant, wenn solch ein Killing-Spinor
existiert.
Beweis von Lemma 1.13 und 1.14. Fu¨r einen linearen Zusammenhang ∇ mit Kru¨mmung R∇
und Torsion T gilt nach [KN1, Ch. III, Th. 5.3] die erste Bianchi-Identita¨t
X,Y,Z
S R∇(X,Y )Z =
X,Y,Z
S (T (T (X,Y ), Z) + (∇XT )(Y, Z)) .
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1.3 Twistor- und Killing-Spinoren mit Torsion
Wenn T die Torsion des Zusammenhangs ∇c bezeichnet, dann hat der Zusammenhang ∇s die
Torsion T s = 4sT . Wegen
X,Y,Z
S T (T (X,Y ), Z,W ) = σT (X,Y, Z,W ), (∇sXT )(Y, Z,W ) = 12 (1− 4s)σT (X,Y, Z,W )
erhalten wir als erste Bianchi-Identita¨t fu¨r den Kru¨mmungstensor Rs den behaupteten Ausdruck
X,Y,Z
S Rs(X,Y, Z,W ) = 2s(3− 4s)σT (X,Y, Z,W ) .
Da hier rechts eine 4-Form steht, ist Rs symmetrisch: Wir summieren ein weiteres Mal zyklisch,





S Rs(X,Y, Z,W ))
= 2(Rs(Z,X, Y,X)−Rs(Y,W,Z,X)) .
Um RsΣ und Rics in Beziehung zueinander zu setzen, berechnen wir die Summe∑
j









Rs(X, ej , ek, el)ejekelψ .
Wir betrachten zuerst die Terme mit j = k 






Rs(X, ek, ek, el)elψ + 14
∑
k =l
Rs(X, el, ek, el)ekψ = − 12Rics(X)ψ .
Jetzt betrachten wir die verbleibenden Terme mit j 
= k, k 
= l, l 
= j. Mit den bereits bekannten




j =k =l =j





S Rs(ej , ek, el, X)
)
ejekelψ
= s(3− 4s)XσTψ .
Insgesamt ergibt sich der behauptete Ausdruck fu¨r Rics(X).
Aus der Killing-Gleichung ∇sXψo = βXψo folgt
RsΣ(X,Y )ψo = ∇sX∇sY ψo −∇sY ∇sXψo −∇s[X,Y ]ψo
= β2(Y X −XY )ψo + 4βsT (X,Y )ψo .
Um Rics(X)ψo zu erhalten, berechnen wir unter der Verwendung von
∑














= 2(1− n)β2Xψo + 8βs(XT )ψo .
Der angegebene Ausdruck fu¨r Rics(X) folgt hieraus. Es bleibt die Skalarkru¨mmung Scals zu






Rics(ej , ek)ejekψ = −
∑
j
Rics(ej , ej)ψ = −Scalsψ .
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= 4n(n− 1)β2ψo + 16βs
∑
j




= 4n(n− 1)β2ψo + 48βsTψo + 8s(4s− 3)σTψo .
Da ∇cT = 0, ∇cσT = 0 gilt, haben die Spinor-Endomorphismen T und σT Eigenwerte, die
nicht vom Basispunkt abha¨ngen. Damit ha¨ngt nach der eben erhaltenen Identita¨t auch der
Wert von Scals nicht vom Punkt ab. Wegen Scalg = Scals + 3
2
‖T s‖2 ist auch die Riemannsche
Skalarkru¨mmung konstant.
Zur Auswertung der universellen Eigenwertabscha¨tzung beno¨tigen wir noch folgende grundle-
gende Aussage u¨ber die Skalarkru¨mmung (s. auch [FrIv02], [AFK08]):
Lemma 1.15.
Gelte ∇cT = 0. Existiert ein Spinor ψo mit ∇cψo = 0 und Tψo = μψo, dann gilt
/Dψo = − 12μ, Scalg = − 12‖T‖2 + 2μ2 .
Beweis. Aus Ds = Dg + 3sT folgt /D = Dc − 1
2
T , und fu¨r den parallelen Spinor ψo ∈ Γ(Σμ) gilt
/Dψo = − 12Tψo = − 12μψo .
Nach Lemma 1.14 ist die Skalarkru¨mmung des Zusammenhangs ∇c konstant, und die Rie-
mannsche Skalarkru¨mmung Scalg ist dann nach Lemma 1.12 ebenfalls konstant. Werten wir











woraus der behauptete Ausdruck fu¨r Scalg folgt.
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1.4 Der Fall der Dimensionen vier und sechs
Wir untersuchen die Twistor-Abscha¨tzung des Operators /D2 in den Dimensionen vier und sechs.
Speziell fu¨r nearly-Ka¨hler-Mannigfaltigkeiten geben wir eine Charakterisierung der Twistor-
Spinoren mit Torsion, deren Existenz den Gleichheitsfall der Abscha¨tzung kennzeichnet. Zuletzt
vergleichen wir die bekannten Abscha¨tzungen des Operators /D2 fu¨r eine gewisse Klasse von
sechsdimensionalen fast-Hermiteschen Mannigfaltigkeiten vom Typ W3.
Vergleich der Abscha¨tzungen im vierdimensionalen Fall
Sei (M4, g,Σ) eine vierdimensionale kompakte Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit und ∇c ein
metrischer Zusammenhang mit paralleler antisymmetrischer Torsion T . Eine 3-Form T besitzt
im Vierdimensionalen lokal die Darstellung T = v1 ∧ v2 ∧ v3 fu¨r gewisse 1-Formen vj . Deshalb
gilt σT = 0, und aus ∇cT = 0 folgt: dT = 0 und T 2 wirkt allein durch die Multiplikation mit dem
Skalar ‖T‖2, d. h. fu¨r einen Eigenwert μ von T gilt μ2 = ‖T‖2. Sei c = Scalgmin/‖T‖2. In [AFK08]






) fu¨r c ≥ 3/2 ,
1
16
‖T‖2(√6c− 1)2 fu¨r 1/6 ≤ c ≤ 3/2 .
Der fu¨r c ≥ 3/2 angegebene Ausdruck ist die universelle Eigenwertabscha¨tzung aus Lemma 1.5.
Im Bereich 1/6 ≤ c ≤ 3/2 liefert die Deformationsmethode einen besseren Wert als die universelle







Man pru¨ft, dass die Twistor-Abscha¨tzung fu¨r c > 9/2 sta¨rker als die universelle Abscha¨tzung
ist.
Der Gleichheitsfall der Twistor-Abscha¨tzung in sechs Dimensionen
Torsions-Killing-Spinoren zum Abscha¨tzungsparameter stw = n−14(n−3) , die Eigenspinoren der
Torsion sind, weisen in sechs Dimensionen eine besondere Eigenschaft auf, und zwar sind sie
immer auch Torsions-Killing-Spinoren zum gleichen Paramter stw. Dies ist eine Konsequenz der
folgenden allgemeinen Gleichung:
Lemma 1.16.
Ist (Mn, g,Σ) eine Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit mit einem metrischen Zusammenhang
∇c mit paralleler antisymmetrischer Torsion T und ψo ∈ Γ(Σ) ein Torsions-Twistor-Spinor zum

















Speziell im sechsdimensionalen Fall und unter der zusa¨tzlichen Voraussetzung, dass der Torsions-
Twistor-Spinor zum Parameter stw = n−14(n−3) im Bu¨ndel Σμ liegt, erhalten wir aus diesem
Lemma:
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Gilt zusa¨tzlich n = 6 und Tψo = μψo, dann liegt einer dieser Fa¨lle vor:
(1) μ = 0: Es gilt T ≡ 0 oder ψo ≡ 0.
(2) μ 
= 0: Der Spinor ψo ist Eigenspinor des Operators /D, und zwar gilt







Damit ist der Spinor ψo auch ein Torsions-Killing-Spinor zum Parameter stw, und fu¨r die





















Beweis des Lemmas. Aus der bereits in Satz 1.3 zitierten Identita¨t
DsT + TDs = dT + δT − 8sσT − 2Ds
ergibt sich unter der Voraussetzung ∇cT = 0 fu¨r den Parameter s = 1/4 die Gleichung
DcT + TDc = −2Dc ,
was zusammen mit der Beziehung Dc = /D + 1/2T auf
/DT + T /D + T 2 = −2Dc
fu¨hrt. Die Wirkung des Operators Dc auf den Twistor-Spinor ψo berechnet sich aus der Twistor-
Gleichung: Es ist









XDstwψo − 12(n−3) (XT )ψo
= − 1
n




2(n−3)T )ψo − 12(n−3) (XT )ψo
= − 1
n
X /Dψo − 12(n−3)XTψo − 12(n−3) (XT )ψo .
Damit erhalten wir unter Beru¨cksichtigung von
∑
ej(ejT ) = 3T :
Dcψo = − 3nT /Dψo − 32(n−3)T 2ψo − 1n−3σTψo
= − 3
n
T /Dψo − 1n−3T 2ψo + 1n−3‖T‖2ψo .
Zusammen mit der obigen Gleichung /DT + T /D + T 2 = −2Dc erhalten wir die behauptete
Identita¨t.
Beweis des Korollars. Aus dem eben bewiesenen Lemma erhalten wir fu¨r n = 6 und fu¨r einen
Twistor-Spinor ψo, der Eigenspinor der Torsion T zum Eigenwert μ ist:
μ /Dψo = − 13
(
μ2 + 2‖T‖2)ψo.
Wenn μ = 0 gilt, erhalten wir ‖T‖2ψo = 0. Es muss in diesem Fall also ‖T‖2 = 0 oder ψo = 0 sein.
Wenn μ 
= 0 gilt, ist ψo Eigenspinor des Operators /D:
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Aus der Twistor-Gleichung erhalten wir dann































Also ist der Torsions-Twistor-Spinor ψo zum Parameter stw auch ein Torsions-Killing-Spinor
zum Parameter stw.










Wir wissen bereits, dass ψo Eigenspinor des Operators /D2 zum Eigenwert 1/9(μ+ 2/μ‖T‖2)2 ist.
Ein Vergleich dieser Ausdru¨cke liefert den behaupteten Wert der Skalarkru¨mmung.
Der Gleichheitsfall auf nearly-Ka¨hler-Mannigfaltigkeiten
Wir nennen kurz, was wir an Bekanntem aus der nearly-Ka¨hler-Geometrie beno¨tigen.
Definition 1.18.
Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M2k, g, J) mit einer fast-komplexen Struktur J heißt fast-
Hermitesche Mannigfaltigkeit, wenn die fast-komplexe Struktur kompatibel mit der Metrik g ist,
d. h. wenn fu¨r beliebige X,Y ∈ TM gilt g(J(X), J(Y )) = g(X,Y ).
Definition 1.19.
Eine fast-Hermitesche Mannigfaltigkeit (M2k, g, J) heißt nearly-Ka¨hler, wenn ∇gJ 
= 0 ist und
wenn fu¨r beliebiges X ∈ Γ(TM) gilt (∇gXJ)(X) = 0.
Nach [Gra70] ist eine nearly-Ka¨hler-Mannigfaltigkeit immer eine Spin-Mannigfaltigkeit, und
ihre Metrik ist eine Einstein-Metrik.
R. Grunewald untersuchte Riemannsche Killing-Spinoren in sechs Dimensionen und zeigte,
dass ihre Existenz zu einer strengen nearly-Ka¨hler-Struktur der Mannigfaltigkeit a¨quivalent
ist:
Satz 1.20 ([Gru90]).
Eine kompakte sechsdimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit besitzt genau dann einen Rie-
mannschen Killing-Spinor, wenn sie eine nearly-Ka¨hler-Mannigfaltigkeit ist. In diesem Fall
existieren zwei linear unabha¨ngige Riemannsche Killing-Spinoren, und ihre Riemannschen






Wir skizzieren kurz die Beziehung zwischen Riemannschen Killing-Spinoren und fast-komplexen
Strukturen auf einer sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit. Die Argumentation ist hierbei analog
zu der spa¨ter in Abschnitt 2.1 fu¨r eine metrische Fast-Kontakt-Struktur genauer ausgefu¨hrten.
Im sechsdimensionalen Fall spaltet sich das komplex achtdimensionale Spinorbu¨ndel Σ unter
der Wirkung der Volumenform in die jeweils vierdimensionalen Ra¨ume positiver Σ+ bzw.
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negativer Spinoren Σ− auf. Eine mit der Metrik kompatible fast-komplexe Struktur J definiert
ein eindimensionales komplexes Linienbu¨ndel L1 im Raum der positiven Spinoren durch
L1 := {ψ ∈ Σ | J(X)ψ = −iXψ ∀X ∈ TM } ⊂ Σ+ .
Da Spin(6) transitiv auf den komplexen Geraden im Raum der positiven Spinoren wirkt, definiert
auch umgekehrt ein positiver Spinor ψ+ 
= 0 durch die Gleichung J(X)ψ+ = −iXψ+ eine mit der
Metrik kompatible fast-komplexe Struktur J . Man zeigt: Im Bu¨ndel L1 existiert genau dann ein
Killing-Spinor, wenn J eine nearly-Ka¨hler-Struktur ist. Tatsa¨chlich existiert in diesem Fall ein
zweiter Riemannscher Killing-Spinor, und zwar liegt dieser im komplexen Linienbu¨ndel
L2 := {ψ ∈ Σ | J(X)ψ = iXψ ∀X ∈ TM } ⊂ Σ− .
Ein Beweis des Satzes ist außer in [Gru90] auch in [BFGK91] zu finden.
Der von uns auf einer fast-Hermiteschen Mannigfaltigkeit betrachtete metrische Zusammenhang
mit Torsion dru¨ckt sich u¨ber die fundamentale 2-Form Ω und den Nijenhuis-Tensor N der
fast-komplexen Struktur J aus. Die fundamentale 2-Form einer fast-komplexen Struktur J ist
Ω := g(J ·, ·). Der Nijenhuis-Tensor N einer fast-komplexen Struktur ist
N(X,Y ) = [J(X), J(Y )]− J([J(X), Y ])− J([X, J(Y )])− [X,Y ] .
Setzen wir voraus, dass der Nijenhuis-Tensor N als (3, 0)-Tensor aufgefasst antisymmetrisch ist,
erhalten wir einen metrischen Zusammenhang ∇c mit antisymmetrischer Torsion durch
∇cXY := ∇gXY + 12 (N(X,Y ) + dΩ(J(X), J(Y ), ·)) .
Es gilt ∇cJ = 0. Die Torsion dieses Zusammenhangs ∇c ist nicht allgemein parallel. Speziell im
nearly-Ka¨hler-Fall ist aber bekannt:
Satz 1.21 ([Gra70], [Kiri77] ).
Auf einer nearly-Ka¨hler-Mannigfaltigkeit (M2k, g, J) gilt
∇cXY := ∇gXY + 12 (N(X,Y ) + dΩ(J(X), J(Y ), ·)) = ∇gXY + 12 (∇gXJ) (J(Y )) .
Die Torsion des Zusammenhangs ∇c ist parallel.
Th. Friedrich und I. Ivanov untersuchten die parallelen Spinoren dieses Zusammenhangs:
Satz 1.22 ([FrIv02, Satz 10.8]).
Ist (M6, g, J) eine kompakte strenge nearly-Ka¨hler-Mannigfaltigkeit, dann existieren genau zwei
linear unabha¨ngige ∇c-parallele Spinoren. Diese stimmen mit den Riemannschen Killing-Spinoren
u¨berein.
Um die Abscha¨tzungen des Dirac-Operators /D auszuwerten, beno¨tigen wir weitere geometrische
Gro¨ßen:
Lemma 1.23 ([AFS05]).
Auf einer nearly-Ka¨hler-Mannigfaltigkeit (M6, g, J) mit dem Zusammenhang ∇c mit Torsion T
gilt ‖T‖2 = 2
15
Scalg. Die Eigenwerte von T sind μ = 0 mit der Vielfachheit sechs und μ = ±2‖T‖
mit jeweils der Vielfachheit eins.
Hiermit ko¨nnen wir die Torsions-Twistor-Spinoren, die auf einer nearly-Ka¨hler-Mannigfaltigkeit
den Gleichheitsfall in der Twistor-Abscha¨tzung realisieren, auf folgende Weise charakterisieren:
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Satz 1.24.
Ist (M6, g,Σ) eine sechsdimensionale kompakte nearly-Ka¨hler-Mannigfaltigkeit und ∇c der eben
beschriebene Zusammenhang, dann stimmen folgende Klassen von Spinoren u¨berein:
(1) Riemannsche Killing-Spinoren
(2) ∇c-parallele Spinoren
(3) Torsions-Twistor-Spinoren zum Parameter stw = 512 , die Eigenspinoren der Torsion sind,
(4) Torsions-Killing-Spinoren zum Parameter stw = 512 , die Eigenspinoren der Torsion sind.
Spinoren dieser Art existieren nur in den beiden eindimensionalen Bu¨ndeln zu den Torsions-
















Beweis. Nach dem bereits aus [FrIv02] zitieren Satz 1.22 ist bekannt, dass die Riemannschen
Killing-Spinoren hier mit den ∇c-parallelen Spinoren u¨bereinstimmen und Eigenspinoren der
Torsion zu den Eigenwerten ±2‖T‖2 sind. Fu¨r einen Eigenwert λ von /D2 auf dem Bu¨ndel Σμ
haben wir in sechs Dimensionen die universelle Eigenwertabscha¨tzung
λ(/D2|Σμ) ≥ 14Scalgmin + 18‖T‖2 − 14μ2,
und die Twistor-Abscha¨tzung
λ(/D2|Σμ) ≥ 310Scalgmin + 112‖T‖2 − 13μ2 .
Werten wir die Abscha¨tzungen mit Lemma 1.23 fu¨r eine strenge nearly-Ka¨hler-Mannigfaltigkeit
auf dem Bu¨ndel zum Eigenwert μ = ∓‖T‖ aus, erhalten wir in beiden Fa¨llen den Wert 2
15
Scalg.
Insbesondere tritt der Gleichheitsfall in beiden Abscha¨tzungen gleichzeitig ein. Daher stimmen
fu¨r μ = ∓‖T‖ die Torsions-Twistor-Spinoren zum Abscha¨tzungsparameter stw, die im Bu¨ndel Σμ
liegen, mit den ∇c-parallelen Spinoren im Bu¨ndel Σμ u¨berein. Im Bu¨ndel Σ0 kann ein Torsions-
Twistor-Spinor zum Abscha¨tzungsparameter stw nicht liegen, da er dann ein Riemannscher
Twistor-Spinor wa¨re: Im Bu¨ndel Σ0 existiert kein Riemannscher Twistor-Spinor, da ein solcher
im Fall konstanter Skalarkru¨mmung ein Riemannscher Killing-Spinor oder die Summe von zwei
Riemannschen Killing-Spinoren ist und Riemannsche Killing-Spinoren nur im Bu¨ndel zum Torsi-
onseigenwert μ = ±2‖T‖2 existieren. Aus Korollar 1.17 wissen wir bereits, dass die angegebenen
Klassen von Torsions-Twistor-Spinoren und Torsions-Killing-Spinoren u¨bereinstimmen, und
in demselben Korollar sind die Eigenwerte von /D und die Killing-Zahlen fu¨r diese Spinoren
berechnet.
Der Fall W3, Stabo(T ) abelsch
Nearly-Ka¨hler-Mannigfaltigkeiten sind in der Gray-Hervella-Klassifikation vom strikten Typ W1.
Wir betrachten nun den Fall einer sechsdimensionalen fast-Hermiteschen Mannigfaltigkeit, die in
der Gray-Hervella-Klassifikation vom strikten Typ W3 ist und deren reduzierte Isotropiegruppe
Stabo(T ) abelsch ist. (Siehe [AFS05] fu¨r eine genauere Beschreibung dieser Torsionsgeome-
trie und fu¨r die Klassifikation der außerdem mo¨glichen reduzierten Isotropiegruppen Stabo(T )
der Torsion T .) Die Eigenwerte der Torsion sind μ = 0 mit Vielfachheit vier, μ = ±√2‖T‖
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mit Vielfachheit je zwei. Die universelle Eigenwertabscha¨tzung auf dem Bu¨ndel Σμ zu einem
Torsionseigenwert mit μ2 = 2‖T‖2 liefert fu¨r einen Eigenwert λ von /D2
(/D2|Σ±√2‖T‖) ≥ 14Scal
g
min − 38‖T‖2 .
M. Kassuba zeigte in [Kas09] mit der Deformationsmethode eine verbesserte Abscha¨tzung fu¨r















‖T‖2 liegt der Wert der universellen Abscha¨tzung oberhalb des Wertes der




nicht sein, da mit Lemma 1.15 aus der Existenz eines ∇c parallelen Spinors im Bu¨ndel zum
Torsionseigenwert mit μ2 = 2‖T‖2 folgt, dass Scalg = 7
2
‖T‖2 gilt. Tatsa¨chlich liefert die Twistor-
Abscha¨tzung fu¨r einen Eigenwert λ von /D2
(/D2|Σ±√2‖T‖) ≥ 310Scal
g
min − 14‖T‖2 .




‖T‖2 den besten bekannten Abscha¨tzungswert.
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2 Killing-Spinoren auf Sasaki-Mannigfaltigkeiten
In diesem Kapitel konstruieren wir Killing-Spinoren mit Torsion in allen ungeraden Dimensionen.
In Satz 2.22 geben wir eine Kru¨mmungsbedingung fu¨r die Existenz von Killing-Spinoren mit
Torsion in gewissen komplexen Linienbu¨ndeln auf einer Sasaki-Mannigfaltigkeit an. Wir werden
sehen, dass jene Kru¨mmungsbedingung a¨quivalent dazu ist, dass die Metrik u¨ber eine transverse
Homothetie zu einer Riemannschen bzw. einer semi-Riemannschen Einstein-Metrik in Beziehung
steht. Unter dieser A¨nderung der Metrik werden die Riemannschen bzw. semi-Riemannschen
Killing-Spinoren zu Killing-Spinoren mit Torsion deformiert.
Wir nennen zu Beginn dieses Kapitels kurz noch einmal die grundlegenden Bezeichnungen
und Eigenschaften aus der Kontakt-Geometrie, mit denen wir arbeiten werden. In Abschnitt 2.1
betrachten wir den klassischen torsionsfreien Fall von Riemannschen und semi-Riemannschen
Killing-Spinoren auf Einstein-Sasaki-Mannigfaltigkeiten, auf den wir in Abschnitt 2.2 schließlich
zuru¨ckgreifen, um die Existenz von Killing-Spinoren mit Torsion auf Sasaki-Mannigfaltigkeiten
zu untersuchen.
Metrische Fast-Kontakt-Strukturen
Wir rufen kurz die aus der Kontakt-Geometrie beno¨tigten Begriffe und Beziehungen in Erinnerung.
Eine umfassende Referenz ist das Buch [Bla02].
Definition 2.1.
Eine metrische Fast-Kontakt-Struktur auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M2k+1, g) be-
steht aus einem Vektorfeld ξ der La¨nge eins und einem Endomorphismus ϕ : TM → TM derart,
dass fu¨r ξ, ϕ und die 1-Form η := g(ξ, ·) gilt
ϕ2 = −IdTM + η ⊗ ξ, g(ϕ(X), ϕ(Y )) = g(X,Y )− η(X)η(Y ) .
Es gilt ϕ(ξ) = 0 und η ◦ ϕ = 0.
Definition 2.2.
Eine metrische Fast-Kontakt-Struktur ist eine metrische Kontakt-Struktur, wenn dη zur soge-
nannten fundamentalen 2-Form F := g(·, ϕ·) proportional ist durch dη = 2F .
Eine metrische Kontakt-Struktur erfu¨llt η ∧ (dη)k 
= 0.
Definition 2.3.
Eine metrische Kontakt-Struktur heißt metrische K-Kontakt-Struktur, wenn ξ ein Killing-
Vektorfeld ist.
Lemma 2.4.
Eine metrische Kontakt-Struktur ist genau dann eine metrische K-Kontakt-Struktur, wenn
∇gXξ = −ϕ(X) gilt.
29
2 Killing-Spinoren auf Sasaki-Mannigfaltigkeiten
Ist fu¨r eine metrische Fast-Kontakt-Struktur die Bedingung ∇gXξ = −ϕ(X) erfu¨llt, dann folgt
sofort dη(X,Y ) = (∇gXη)(Y )− (∇gY η)(X) = 2F (X,Y ).
Definition 2.5.
Der Nijenhuis-Tensor einer metrischen Fast-Kontakt-Struktur ist
N(X,Y ) := [ϕ(X), ϕ(Y )]− ϕ[X,ϕ(Y )]− ϕ[ϕ(X), Y ] + ϕ2[X,Y ] + dη(X,Y )ξ .
Definition 2.6.
Eine Sasaki-Struktur ist eine metrische Kontakt-Struktur, deren Nijenhuis-Tensor N verschwin-
det.
Lemma 2.7.
Eine Sasaki-Struktur ist immer eine metrische K-Kontakt-Struktur.
Lemma 2.8.
Eine metrische K-Kontakt-Struktur ist genau dann eine Sasaki-Struktur, wenn gilt
(∇gXϕ)(Y ) = g(X,Y )ξ − η(Y )X .
Lemma 2.9.
Eine metrische Kontakt-Struktur ist genau dann eine metrische K-Kontakt-Struktur, wenn fu¨r
den Ricci-Tensor gilt
Ricg(ξ, ξ) = 2k .
Insbesondere: Ist die Metrik einer K-Kontakt-Struktur eine Einstein-Metrik, dann gilt
Ricg(X,Y ) = 2kg(X,Y ), Scalg = 2k(2k + 1) .
Eine große Klasse von metrischen Fast-Kontakt-Strukturen besitzt einen metrischen Zusammen-
hang ∇ mit antisymmetrischer Torsion, der die Struktur invariant la¨sst, d. h. ∇ erfu¨llt
∇g = ∇ξ = ∇η = ∇ϕ = 0 .
Die beiden folgenden Sa¨tze stammen aus [FrIv02]:
Satz 2.10.
Auf einer metrischen Fast-Kontakt-Mannigfaltigkeit (M2k+1, g, ξ, η, ϕ) existiert genau dann ein
metrischer Zusammenhang ∇ mit antisymmetrischer Torsion T , der die metrische Fast-Kontakt-
Struktur invariant la¨sst, wenn der Nijenhuis-Tensor N schiefsymmetrisch und ξ ein Killing-
Vektorfeld ist. Wenn ein solcher Zusammenhang ∇ = ∇g + 1
2
T existiert, dann ist er eindeutig,
und seine Torsion T hat die Gestalt
T = η ∧ dη + dϕF +N − η ∧ (ξN),
wobei dϕF (X,Y, Z) := −dF (ϕ(X), ϕ(Y ), ϕ(Z)).
Satz 2.11.
Eine metrische Kontakt-Struktur (M2k+1, g, ξ, η, ϕ) besitzt genau dann einen metrischen Zusam-
menhang ∇ mit antisymmetrischer Torsion T , der die metrische Fast-Kontakt-Struktur invariant
la¨sst, wenn sie eine Sasaki-Struktur ist. In diesem Fall gilt fu¨r die Torsion
T = η ∧ dη, ∇T = 0 .
Auf Sasaki-Mannigfaltigkeiten wurde der metrische Zusammenhang mit Torsion T = η ∧ dη
schon in [Oku62] und spa¨ter beispielsweise in [KoWe87] untersucht. Solange wir im allgemeinen
ungeraddimensionalen Fall sind, werden wir auf Sasaki-Mannigfaltigkeiten als metrischen Zusam-
menhang ∇c mit paralleler antisymmetrischer Torsion immer den eben erwa¨hnten Zusammenhang
mit Torsion T = η ∧ dη betrachten.
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Riemannsche Killing-Spinoren auf Sasaki-Mannigfaltigkeiten
In diesem Abschnitt geben wir noch einmal einen Beweis der Konstruktion von zwei linear
unabha¨ngigen Riemannschen Killing-Spinoren auf einer Einstein-Sasaki-Mannigfaltigkeit. Die
hier verwendete Technik wurde von Th. Friedrich und I. Kath in [FrKa88], [FrKa89], [FrKa90]
entwickelt, und des Weiteren ist ein Beweis auch in [BFGK91, 4.2] wiedergegeben.
Unser Ziel ist der Beweis von Satz 2.13. Wir beno¨tigen dazu folgendes Lemma:
Lemma 2.12.
Sei (M2k+1, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit metrischer Fast-Kontakt-Struktur (ϕ, ξ, η)
und Spinor-Bu¨ndel Σ. Dann sind
L1 := {ψ ∈ Σ |ϕ(X)ψ = −iXψ ∀X ⊥ ξ }, L2 := {ψ ∈ Σ |ϕ(X)ψ = iXψ ∀X ⊥ ξ }
zwei komplexe eindimensionale Vektorbu¨ndel u¨ber M2k+1. Sei weiter (e1, ϕ(e1), ..., ek, ϕ(ek), ξ) ein
lokales Orthonormalreper. Dann existiert ε ∈ {+1,−1}, so dass fu¨r alle ψ ∈ Σ gilt
e1ϕ(e1)e2ϕ(e2)...ekϕ(ek)ξψ = εi
k+1ψ,
und ξ wirkt dann auf den Bu¨ndeln L1 und L2 durch
ξψ1 = εiψ1 ∀ψ1 ∈ L1, ξψ2 = ε(−1)kiψ2 ∀ψ2 ∈ L2 .
Beweis. Wir fixieren in einem Punkt x ∈ M eine Basis von Σx der Gestalt (e1, ϕ(e1), ..., ek, ϕ(ek), ξ).
Ein Spinor ψ ∈ Σx liegt in L1 genau dann, wenn er fu¨r alle j = 1, ..., k ein Eigenspinor der Spinor-
Endomorphismen ejϕ(ej) zum Eigenwert i ist, ejϕ(ej)ψ = iψ. Ebenso liegt ein Spinor ψ ∈ Σ in L2
genau dann, wenn er fu¨r alle j = 1, ..., k ein Eigenspinor der Spinor-Endomorphismen ejϕ(ej) zum
Eigenwert −i ist, ejϕ(ej)ψ = −iψ. Die Spinor-Endomorphismen ejϕ(ej) haben weiter folgende
Eigenschaften: Sie sind antisymmetrisch bezu¨glich des kanonischen Spinor-Skalarproduktes, also
diagonalisierbar. Da gilt (ejϕ(ej))2 = −IdΣ, sind die mo¨glichen Eigenwerte i und −i. Tatsa¨chlich
haben fu¨r jeden Spinor-Endomorphismus ejϕ(ej) der Eigenraum zu i und der Eigenraum zu −i
die gleiche Dimension 2k−1, da ein Isomorphismus zwischen den Ra¨umen durch die Multiplikati-
on mit ej gegeben ist. Die Endomorphismen ejϕ(ej), elϕ(el) kommutieren fu¨r beliebige Werte
von j und l miteinander, und somit sind alle Endomorphismen ejϕ(ej), j = 1...k, gleichzeitig
diagonalisierbar. Da die Eigenra¨ume von ejϕ(ej) fu¨r l 
= j invariant unter Multiplikation mit
el sind, hat der Schnitt von einem Eigenraum von elϕ(el) mit einem Eigenraum von ejϕ(ej)
immer die Dimension 2k−2. Fu¨hren wir diese Aufspaltung induktiv weiter, erhalten wir fu¨r (L1)x
– was ja der Schnitt aller Eigenra¨ume der Endomorphismen ejϕ(ej), j = 1...k, zum Eigenwert
i ist) – die Dimension eins. Genauso hat das (L1)x als Schnitt aller Eigenra¨ume der Endo-
morphismen ejϕ(ej), j = 1...k, zum Eigenwert −i die Dimension eins. Da ϕ glatt und global
definiert ist, sind L1 und L2 zwei u¨ber der ganzen Mannigfaltigkeit definierte glatte Linienbu¨ndel.
Wir beschreiben die Wirkung von ξ auf Elemente von L1 und L2. Dazu betrachten wir zuna¨chst
die Wirkung der Volumenform e1 ∧ ϕ(e1) ∧ ... ∧ ek ∧ ϕ(ek) ∧ ξ auf einen beliebigen Spinor ψ ∈ Σ.
Der Spinor-Endomorphismus e1ϕ(e1)...ekϕ(ek)ξ ist schiefsymmetrisch bezu¨glich des kanonischen
Spinor-Skalarproduktes, also diagonalisierbar. Fu¨r sein Quadrat gilt
(e1ϕ(e1)...ekϕ(ek)ξ)
2 = (−1)k+1 .
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Also sind die mo¨glichen Eigenwerte ik+1 und (−i)k+1. Da die Volumenform Spin(2k+1)-invariant
und die Wirkung von Spin(2k+1) auf Σ irreduzibel ist, tritt immer nur einer der beiden Eigenwerte
ik+1 und (−i)k+1 auf. Wir ko¨nnen also ε so als 1 oder −1 wa¨hlen, dass fu¨r alle Spinoren ψ gilt
e1ϕ(e1)e2ϕ(e2)...ekϕ(ek)ξψ = εi
k+1ψ .
(Der Wert von ε ha¨ngt davon ab, ob die Orientierung der metrischen Fast-Kontakt-Struktur mit
der von der Spin-Struktur induzierten Orientierung u¨bereinstimmt. Es ist immer mo¨glich, diese
Orientierungen so aufeinander abzustimmen, dass ε = −1 gilt, z. B. durch den U¨bergang von ξ
zu −ξ.) Mit dieser Festlegung berechnen wir die Wirkung von ξ auf Elemente der Bu¨ndel L1
und L2. Sei ψ1 aus L1. Dann folgt aus der Definition von L1
e1ϕ(e1)e2ϕ(e2)...ekϕ(ek)ξψ1 = i
kξψ1 .
Vergleichen wir dies mit der zuvor beschriebenen Wirkung der Volumenform auf einen beliebigen
Spinor, dann ergibt sich
ξψ1 = εiψ1 .
Sei jetzt ψ2 aus L2. Dann gilt
e1ϕ(e1)e2ϕ(e2)...ekϕ(ek)ξψ2 = (−i)kξψ2 .
Vergleichen wir dies wieder mit der Wirkung der Volumenform auf einen beliebigen Spinor, dann
folgt
ξψ2 = ε(−1)kiψ2 .
Mit dem soeben formulierten Lemma zeigen wir:
Satz 2.13.
Ist (M2k+1, g, ξ, η, ϕ) eine Riemannsche metrische Fast-Kontakt-Mannigfaltigkeit mit fundamen-
taler 2-Form F und mit Spinorbu¨ndel Σ, dann sind folgende Bedingungen a¨quivalent:
(1) (M2k+1, g, ξ, η, ϕ) ist eine Sasaki-Mannigfaltigkeit.
(2) Das Bu¨ndel L1 ist invariant unter dem Zusammenhang ∇gX − ε2X.




Ist (M2k+1, g, ξ, η, ϕ) eine Riemannsche Sasaki-Mannigfaltigkeit mit fundamentaler 2-Form F
und mit Spinorbu¨ndel Σ, dann sind folgende Bedingungen a¨quivalent:
(1) (M2k+1, g, ξ, η, ϕ) ist eine Einstein-Sasaki-Mannigfaltigkeit.
(2) Der Zusammenhang ∇gX − ε2X auf dem Bu¨ndel L1 ist flach.
(3) Der Zusammenhang ∇gX + ε (−1)
k
2
X auf dem Bu¨ndel L2 ist flach.
Korollar 2.14.
Ist (M2k+1, g, ξ, η, ϕ) eine einfach-zusammenha¨ngende Einstein-Sasaki-Mannigfaltigkeit mit fun-
damentaler 2-Form F und mit Spinorbu¨ndel Σ, dann existieren zwei linear unabha¨ngige Rie-
mannsche Killing-Spinoren ψ1 ∈ Γ(L1) und ψ2 ∈ Γ(L2), und es gilt
ξψ1 = εiψ1 , ξψ2 = ε(−1)kiψ2
ϕ(X)ψ1 = −iXψ1 − εη(X)ψ1 , ϕ(X)ψ2 = iXψ2 + ε(−1)kη(X)ψ2
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Beweis des Satzes. Wir zeigen als Erstes: Ist (M2k+1, g, ξ, η, ϕ) eine Sasaki-Mannigfaltigkeit, dann
ist das Bu¨ndel L1 invariant unter dem Zusammenhang ∇gX − ε2X. Sei ψ1 ∈ Γ(L1). Dann gilt
ϕ(Y )ψ1 = −iY ψ1 − εη(Y )ψ1. Wir wenden ∇gX auf diese Gleichung an und erhalten
(ϕ(Y ) + iY + εη(Y ))∇gXψ1 = − (∇gXϕ(Y ))ψ1 − i (∇gXY )ψ1 − εX(η(Y ))ψ1
= −(∇gXϕ)(Y )ψ1 − ε(∇gXη)(Y )ψ1 .
Wir werten dies zuna¨chst fu¨r Y = ξ aus:
(iξ + ε)∇gXψ1 = −i (∇gXξ)ψ1
= iϕ(X)ψ1
= Xψ1 − εiη(X)ψ1.
Spalten wir an dieser Stelle ∇gXψ1 auf bezu¨glich der beiden Eigenra¨ume von ξ mit Eigenwert
jeweils +εi und −εi,
∇gXψ1 = [∇gXψ1]+εi + [∇gXψ1]−εi ,
dann ko¨nnen wir die vorherige Gleichung auswerten als
2ε[∇gXψ1]−εi = Xψ1 − εiη(X)ψ1 .
Um die noch fehlende Komponente [∇gXψ1]+εi von ∇gXψ1 zu erhalten, kehren wir zuru¨ck zur
Anfangsgleichung und werten sie diesmal fu¨r Y ⊥ ξ aus. Da fu¨r Sasaki-Strukturen allgemein gilt
(∇gXϕ)(Y ) = g(X,Y )ξ − η(Y )X, erhalten wir:
(ϕ(Y ) + iY )∇gXψ1 = −(∇gXϕ)(Y )ψ1 − ε(∇gXη)(Y )ψ1
= −g(X,Y )ξψ1 − εg(∇gXξ, Y )ψ1
= −εig(X,Y )ψ1 + εg(ϕ(X), Y )ψ1 .
Die rechte Seite dieser letzten Gleichung ist proportional zu ψ1 und liegt damit im +εi-Eigenraum
von ξ. Da die Multiplikation mit (ϕ(Y ) + iY ) die beiden Eigenra¨ume zu +εi und −εi miteinander
vertauscht, folgt
(ϕ(Y ) + iY )[∇gXψ1]+εi = 0.
Also gilt [∇gXψ1]+εi ∈ Γ(L1). Insgesamt erhalten wir
∇gXψ1 = ε2Xψ1 − 12 iη(X)ψ1 + [∇gXψ1]+εi ,
und es folgt ∇gXψ1 − ε2Xψ1 ∈ Γ(L1). Hiermit ist gezeigt, dass das Bu¨ndel L1 im Sasaki-Fall unter
dem Zusammenhang ∇gX − ε2X invariant ist.
Wir zeigen nun die Umkehrung: Wenn das Bu¨ndel L1 unter dem Zusammenhang ∇gX − ε2X
invariant ist, dann ist die metrische Fast-Kontakt-Struktur (g, ξ, η, ϕ) eine Sasaki-Struktur.
Wir fixieren einen Schnitt ψ1 ∈ Γ(L1). Nach Voraussetzung ko¨nnen wir eine 1-Form α durch
∇gXψ1 = ε2Xψ1 + iα(X)ψ1 definieren. Kovariantes Ableiten der Gleichung ξψ1 = εiψ1 liefert dann
(∇gXξ)ψ1 = (εi− ξ)∇gXψ1













= iXψ1 + εη(X)ψ1
= −ϕ(X)ψ1 .
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Wie zuvor schon gesehen, fu¨hrt kovariantes Ableiten der Identita¨t ϕ(Y )ψ1 = −iY ψ1 − εη(Y )ψ1
auf
(ϕ(Y ) + iY + εη(Y ))∇gXψ1 = −(∇gXϕ)(Y )ψ1 − ε(∇gXη)(Y )ψ1 .
Mit ∇gXψ1 = ε2Xψ1 + α(X)ψ1 und (∇gXξ)ψ1 = −ϕ(X)ψ1 erhalten wir dann:
(∇gXϕ)(Y )ψ1 = −ε(∇gXη)(Y )ψ1 − (ϕ(Y ) + iY + εη(Y ))∇gXψ1






= εg(ϕ(X), Y )ψ1 − (ϕ(Y ) + iY + εη(Y )) ε2Xψ1
= −εg(X,ϕ(Y ))ψ1 + ε2Xϕ(Y )ψ1 + εg(ϕ(Y ), X)ψ1 − ε2 iY Xψ1 − 12η(Y )Xψ1
= ε
2
Xϕ(Y )ψ1 − ε2 iY Xψ1 − 12η(Y )Xψ1
= ε
2
X(−iY − εη(Y ))ψ1 − ε2 iY Xψ1 − 12η(Y )Xψ1
= − ε
2
i(XY + Y X)ψ1 − η(Y )Xψ1
= εg(X,Y )iψ1 − η(Y )Xψ1
= g(X,Y )ξψ1 − η(Y )Xψ1 .
Mit der letzten Gleichheit haben wir gezeigt, dass die betrachtete metrische Fast-Kontakt-
Struktur eine Sasaki-Struktur ist.
Wir kommen zum zweiten Teil des Satzes. Hier setzen wir voraus, dass (g, ξ, η, ϕ) eine Sasaki-
Struktur ist. Sei ψ1 ein lokaler Schnitt im Bu¨ndel L1 mit konstanter La¨nge. Wir wissen bereits,
dass das Bu¨ndel L1 invariant unter dem Zusammenhang ∇gX − ε2X ist. Deshalb existiert eine
1-Form α derart, dass gilt
∇gXψ1 = ε2Xψ1 + iα(X)ψ1 .
Da ψ1 konstante La¨nge hat, ist die 1-Form α reellwertig: Es ist
〈∇gXψ1, ψ1〉 = ε2 〈Xψ1, ψ1〉+ iα(X)〈ψ1, ψ1〉 .
Fu¨r einen Schnitt ψ1 konstanter La¨nge gilt Re(〈∇gXψ1, ψ1〉) = 0. Da auch der Term 〈Xψ1, ψ1〉 =
−〈ψ1, Xψ1〉 = −〈Xψ1, ψ1〉 imagina¨r ist, muss damit α reellwertig sein.
Fu¨r den Kru¨mmungsendomorphismus R1(X,Y ) des Zusammenhangs ∇L1X := ∇gX − ε2X auf L1
erhalten wir
R1(X,Y )ψ1 = ∇L1X ∇L1Y ψ1 −∇L1Y ∇L1X ψ1 −∇L1[X,Y ]ψ1
= ∇L1X (iα(Y )ψ1)−∇L1X (iα(X)ψ1)− iα([X,Y ])ψ1
= iX(α(Y ))ψ1 − iY (α(X))ψ1 − iα([X,Y ])ψ1
= idα(X,Y )ψ1 .
Der Zusammenhang ∇gX − ε2X auf dem Bu¨ndel L1 ist also genau dann flach, wenn dα = 0 gilt.
Wir berechnen den Riemannschen Kru¨mmungsendomorphismus:
Rg(X,Y )ψ1 = ∇gX∇gY ψ1 −∇gY ∇gXψ1 −∇g[X,Y ]ψ1
= ∇gX( ε2Y ψ1 + iα(Y )ψ1)−∇gY ( ε2Xψ1 + iα(X)ψ1)− ε2 [X,Y ]ψ1 − iα([X,Y ])ψ1
= ε
2
(∇gXY )ψ1 + ε2Y∇gXψ1 + iX(α(Y ))ψ1 + iα(Y )∇gXψ1
− ε
2
(∇gY X)ψ1 − ε2X∇gY ψ1 − iY (α(X))ψ1 − iα(X)∇gY ψ1
− ε
2

















(Y X −XY )ψ1 + idα(X,Y )ψ1 .
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ejRg(X, ej)ψ1 = 2kXψ1 − 2i(Xdα)ψ1 .
Hieraus folgt bereits, dass die Bedingungen Ricg(X)− 2kX ≡ 0 und dα ≡ 0 a¨quivalent sind. Fu¨r
eine Riemannsche Sasaki-Mannigfaltigkeit ist aber Ricg(X)− 2kX ≡ 0 wiederum zur Einstein-
Bedingung a¨quivalent. Also haben wir insgesamt gezeigt, dass der Zusammenhang ∇gXψ − ε2Xψ
auf L1 genau dann flach ist, wenn die Metrik eine Einstein-Metrik ist.
Fu¨r das Bu¨ndel L2 folgen die entsprechenden Aussagen auf gleiche Weise, wie hier fu¨r das
Bu¨ndel L1 ausgefu¨hrt.
Semi-Riemannsche Killing-Spinoren auf Sasaki-Mannigfaltigkeiten
Wir betrachten kurz auch den allgemeineren semi-Riemannschen Fall, da die Untersuchung von
Torsions-Killing-Spinoren im na¨chsten Abschnitt uns auf Metriken mit Lorentz-Signatur fu¨hren
wird. Killing-Spinoren auf semi-Riemannschen Sasaki-Mannigfaltigkeiten wurden in [Boh98] mit
der von Th. Friedrich und I. Kath entwickelten Technik beschrieben. In [Kat99] hat I. Kath
die holonomiebasierte Herangehensweise von Ch. Ba¨r ([Ba¨r93]) auf den Fall semi-Riemannscher
Sasaki-Mannigfaltigkeiten u¨bertragen.
Der wesentliche Punkt, in dem sich die semi-Riemannsche Spingeometrie von der Riemann-
schen unterscheidet, ist, dass bei nicht positiv-definiter Metrik aus Xψ = 0 nicht mehr folgt,
dass X = 0 oder ψ = 0 gilt. Deshalb ist die Aussage, dass der Ricci-Tensor Ricg bei Existenz
von Killing-Spinoren notwendigerweise proportional zur Metrik g ist, zu ersetzen durch die
schwa¨chere Aussage, dass fu¨r den Killing-Spinor ψo gilt (Ricg(X)− 2kX)ψo ≡ 0.
Wir skizzieren im Folgenden, an welchen Stellen im Beweis von Satz 2.13 A¨nderungen vorzu-
nehmen sind, wenn wir auch nicht positiv-definite Metriken betrachten. Sei (M2k+1, g, ξ, η, ϕ)
eine kompakte semi-Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit mit Spinorbu¨ndel Σ und metrischer
Fast-Kontakt-Struktur (ξ, η, ϕ), wobei η definiert ist durch η := g(ξ, ·). Fu¨r eine semi-Riemannsche
Mannigfaltigkeit sind manche Identita¨ten der Kontakt-Geometrie leicht zu modifizieren, und zwar
mit σ := g(ξ, ξ) an folgenden Stellen: ϕ2 = −IdTM + ση ⊗ ξ, g(ϕ(X), ϕ(Y )) = g(X,Y )− ση(X)η(Y ).
Fu¨r eine Sasaki-Mannigfaltigkeit gilt (∇gXϕ)(Y ) = σg(X,Y )ξ − ση(Y )ξ.
Wir u¨bernehmen die Definition zweier komplex-eindimensionaler Bu¨ndel aus dem Riemannschen
Fall:
L1 := {ψ ∈ Σ |ϕ(X)ψ = −iXψ ∀X ⊥ ξ }, L2 := {ψ ∈ Σ |ϕ(X)ψ = iXψ ∀X ⊥ ξ } .
Die lokale Beschreibung dieser Bu¨ndel weicht bei einer nicht positiv-definiten Metrik von der in
Lemma 2.12 gegebenen ab: Sei e1, ϕ(e1), e2, ϕ(e2), ..., e2k, ϕ(e2k), ξ ein lokales Orthonormalreper.
Da ϕ metrisch ist, gilt g(ej , ej) = g(ϕ(ej), ϕ(ej)), und der Spinor-Endomorphismus ejϕ(ej) erfu¨llt,
unabha¨ngig von der Signatur der Metrik, (ejϕ(ej))2 = −1. Wie im Riemannschen Fall spaltet sich
das Spinorbu¨ndel in einen Eigenraum des Endomorphismus ejϕ(ej) zum Eigenwert i und in einen
Eigenraum zum Eigenwert −i gleicher Dimension auf. Dort, wo das lokale Orthonormalreper
definiert ist, gilt fu¨r einen Spinor ψ ∈ Σ
ψ ∈ L1 ⇐⇒ ejϕ(ej)ψ = ig(ej , ej)ψ ∀ j = 1, ..., k,
und analog
ψ ∈ L2 ⇐⇒ ejϕ(ej)ψ = −ig(ej , ej)ψ ∀ j = 1, ..., k.
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Mit dieser A¨nderung, nun alle Endomorphismen g(ej , ej)ejϕ(ej) statt ejϕ(ej) zu betrachten, la¨sst
sich wieder wie in Lemma 2.12 argumentieren, dass L1 und L2 komplex-eindimensionale Bu¨ndel
sind.
Die Wirkung des Vektorfelds ξ auf Elemente der Bu¨ndel L1 und L2 beno¨tigt eine neue Beschrei-
bung. Es gilt
(e1ϕ(e1)...ekϕ(ek)ξ)
2 = (−1)k+1g(ξ, ξ) .
Im Fall g(ξ, ξ) = 1 gilt ξ2 = −1, und die Spinorwirkung von ξ hat die Eigenwerte i und −i. Im Fall
g(ξ, ξ) = −1 gilt ξ2 = 1, und die Spinorwirkung von ξ hat die Eigenwerte 1 und −1. Die Wurzel√
τ stehe im Fall g(ξ, ξ) = 1 fu¨r den ξ-Eigenwert i, im Fall g(ξ, ξ) = −1 fu¨r den ξ-Eigenwert 1.
Dann existiert (mit gleicher Argumentation wie im Riemannschen Fall) ein ε ∈ {+1,−1}, so dass
fu¨r alle ψ ∈ Σ gilt
e1ϕ(e1)e2ϕ(e2)...ekϕ(ek)ξψ = εi
k√τψ .
Bezeichne q die Anzahl der Paare (ej , ϕ(ej)) im fixierten Orthonormalreper mit g(ej , ej) = −1.
Dann gilt fu¨r alle ψ1 ∈ L1
e1ϕ(e1)e2ϕ(e2)...ekϕ(ek)ξψ1 = (−i)qik−qξψ1 = (−1)qikξψ1 .
Fu¨r alle ψ2 ∈ L2 gilt
e1ϕ(e1)e2ϕ(e2)...ekϕ(ek)ξψ2 = i




τψ1, ξψ2 = ε(−1)k−q
√
τψ2 .
Anders als zuvor im Riemannschen Fall legen wir nun einen Wert von ε fest, und zwar wa¨hlen
wir ε (d. h. die Orientierung) so, dass ε(−1)q = 1 gilt. Dann wirkt ξ auf L1 und L2 also durch
ξψ1 =
√
τψ1, ξψ2 = (−1)k
√
τψ2 .
Damit erhalten wir fu¨r ϕ:
ϕ(X)ψ1 = −iXψ1 + σiη(X)ξψ1 = −iXψ1 + σ√τiη(X)ψ1 ∀ψ1 ∈ L1 ,
ϕ(X)ψ2 = iXψ2 − σiη(X)ξψ2 = iXψ2 − (−1)kσ√τiη(X)ψ2 ∀ψ2 ∈ L2 .
Gelte ∇gXψ1 = β1Xψ1 fu¨r ein ψ1 ∈ Γ(L1). Durch die Identita¨t ∇gXξ = −ϕ(X) einerseits und
kovariantes Ableiten von ξψ1 =
√
τψ1 andererseits erhalten wir, dass ψ1 als Killing-Zahl nur
β1 = − 12σ
√





A¨hnlich wie im Riemannschen Fall rechnet man nun nach: Wenn die semi-Riemannsche Metrik
der Sasaki-Mannigfaltigkeit eine Einstein-Metrik ist, dann definiert ∇gX + 12σ
√
τiX einen flachen




iX definiert einen flachen Zusammenhang
auf dem Bu¨ndel L2. Wir haben also die Aussage:
Satz 2.15.
Auf einer einfach-zusammenha¨ngenden kompakten semi-Riemannschen Einstein-Mannigfaltigkeit
(M2k+1, g) mit Sasaki-Struktur (ξ, η, ϕ) existieren zwei semi-Riemannsche Killing-Spinoren ψ1 ∈
Γ(L1) und ψ2 ∈ Γ(L2). Gilt g(ξ, ξ) = 1, hat ψ1 die Killing-Zahl β1 = 12 und ψ2 hat die Killing-Zahl
β2 = (−1)k 12 . Gilt g(ξ, ξ) = −1, hat ψ2 die Killing-Zahl β1 = 12 i und ψ2 hat die Killing-Zahl
β2 = (−1)k 12 i.
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2.2 Killing-Spinoren mit Torsion auf Sasaki-Mannigfaltigkeiten
Wir geben die Kru¨mmungsbedingung dafu¨r an, dass in den komplexen Linienbu¨ndeln, in denen
im torsionsfreien Fall die Killing-Spinoren liegen, Killing-Spinoren mit Torsion zu einem Para-
meter s existieren.
Folgender Satz ist eine Verallgemeinerung von Satz 2.13:
Satz 2.16.
Ist (M2k+1, g, ξ, η, ϕ) eine Riemannsche metrische Fast-Kontakt-Mannigfaltigkeit mit fundamen-
taler 2-Form F , mit Spinorbu¨ndel Σ und der 3-Form T = 2η∧F , dann sind folgende Bedingungen
a¨quivalent:
(1) (M2k+1, g, ξ, η, ϕ) ist eine Sasaki-Mannigfaltigkeit.
(2) Das Bu¨ndel L1 ist invariant unter dem Zusammenhang ∇gX − ε2 (1− 4s)X + s(XT ).
(3) Das Bu¨ndel L2 ist invariant unter dem Zusammenhang ∇gX + ε (−1)
k
2
(1− 4s)X + s(XT ).
Ist (M2k+1, g, ξ, η, ϕ) eine Riemannsche Sasaki-Mannigfaltigkeit mit fundamentaler 2-Form F ,
mit Spinorbu¨ndel Σ und der 3-Form T = 2η ∧ F , dann sind folgende Bedingungen a¨quivalent:
(1) Es gilt Ricg(X,Y ) = (2k + 8s(k − 1)) g(X,Y )− 8s(k − 1)η(X)η(Y ).
(2) Der Zusammenhang ∇gX − ε2 (1− 4s)X + s(XT ) auf dem Bu¨ndel L1 ist flach.
(3) Der Zusammenhang ∇gX + ε (−1)
k
2
(1− 4s)X + s(XT ) auf dem Bu¨ndel L2 ist flach.
Korollar 2.17.
Ist (M2k+1, g, ξ, η, ϕ) eine einfach-zusammenha¨ngende Riemannsche Sasaki-Mannigfaltigkeit mit
fundamentaler 2-Form F , mit Spinorbu¨ndel Σ und der 3-Form T = 2η∧F , fu¨r deren Ricci-Tensor
Ricg(X,Y ) = λg(X,Y )− νη(X)η(Y ), λ, ν ∈ R ,
gilt, dann existieren Schnitte ψ1 ∈ Γ(L1) und ψ2 ∈ Γ(L2), die Torsions-Killing-Spinoren zum
Parameter s = λ−2k
8(k−1) sind.
Beweis. Sei ψ1 ∈ Γ(L1). Dann gilt
(XT )ψ1 = −ε2Xψ1 − 2(k − 1)iη(X)ψ1 .
Der Zusammenhang, den wir auf L1 betrachten, ist dann
∇gXψ1 − ε2 (1− 4s)Xψ1 + s(XT )ψ1 = ∇gXψ1 − ε2Xψ1 − 2s(k − 1)iη(X)ψ1 .
Offensichtlich la¨sst dieser Zusammenhang das Bu¨ndel L1 genau dann invariant, wenn der Zu-
sammenhang ∇gX − ε2 (1− 4s)X dies tut. Nach Satz 2.13 ist das genau dann der Fall, wenn die
metrische Fast-Kontakt-Struktur eine Sasaki-Struktur ist.
Sei jetzt (g, ξ, η, ϕ) eine Sasaki-Struktur. Wir fixieren einen lokalen Schnitt ψ1 ∈ Γ(Σ) konstanter
La¨nge. Nach Voraussetzung existiert eine 1-Form α derart, dass gilt
∇gXψ1 − ε2 (1− 4s)Xψ1 + s(XT )ψ1 = iα(X)ψ1 .
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Mit der gleichen Argumentation wie im Beweis von Satz 2.13 folgt, dass α reellwertig ist.
Fu¨r den Kru¨mmungsendomorphismus R1(X,Y ) des Zusammenhangs ∇gX − ε2 (1− 4s)X + s(XT )
gilt dann
R1(X,Y )ψ1 = idα(X,Y )ψ1 .
Der Riemannsche Kru¨mmungsendomorphismus ist
Rg(X,Y )ψ1 = 14 (Y X −XY )ψ1 + idα(X,Y )ψ1 + 2s(k − 1)idη(X,Y )ψ1 .
Daraus folgt
Ricg(X)ψ1 = 2kXψ1 + 8s(k − 1)Xψ1 − ε8s(k − 1)iη(X)ψ1 − 2i(Xdα)ψ1,
woraus sich die Behauptung ergibt.
Metriken, deren Ricci-Tensor Ricg = λg + νη ⊗ η, λ, ν ∈ R, erfu¨llt, werden η-Einstein-Metriken
genannt. Es gilt dabei immer λ+ ν = 2k. Okumura begann die Untersuchung von η-Einstein
Metriken mit der Arbeit [Oku62], und Tanno zeigte in [Tan67], dass eine metrische K-Kontakt-
Mannigfaltigkeit, deren Metrik η-Einstein mit λ > −2 ist, durch Reskalieren der Metrik in
Richtung des Vektorfeldes ξ zur Einstein-Mannigfaltigkeit wird. In [Tan68] fu¨hrte Tanno kurz
darauf D-homothetische Deformationen der Metrik ein: Bei diesen wird nicht nur in Richtung des
Vektorfeldes ξ mit einer reellen Konstanten reskaliert, sondern man multipliziert zusa¨tzlich noch
die gesamte Metrik mit derselben Konstanten. Dies sorgt dafu¨r, dass wesentliche Eigenschaften
der metrischen Fast-Kontakt-Struktur unter der Deformation erhalten bleiben:
Lemma 2.18.
Auf einer metrischen Fast-Kontakt-Mannigfaltigkeit (M2k+1, g, ξ, η, ϕ) sei definiert
gt := tg + (t
2 − t)η ⊗ η, ξt := 1t ξ, ηt := tη .
Dann ist (M2k+1, gt, ξt, ηt, ϕ) eine neue metrische Fast-Kontakt-Mannigfaltigkeit, und die Eigen-
schaft, K-Kontakt oder Sasaki zu sein, vererbt sich von der urspru¨nglichen auf die deformierte
Struktur.
Bezeichnungen fu¨r diese A¨nderung der Metrik sind neben D-homothetischer Deformation auch
D-homothetische Transformation, transverse Homothetie oder Tanno-Deformation. Eine Verallge-
meinerung dieser D-homothetischen Deformation von Sasaki-Strukturen wurden von Takahashi
in [Tak78] beschrieben. Eine neuere und umfassende Arbeit zu η-Einstein-Metriken und Defor-
mationsklassen von Sasaki-Strukturen ist [BGM06].
Wir beschreiben im Folgenden genauer, inwiefern die Beziehung zwischen den Torsions-Killing-
Spinoren aus Satz 2.16 und den Killing-Spinoren des torsionsfreien Falls u¨ber eine D-homothetische
Deformation der Metrik gegeben ist. Dazu beno¨tigen wir das Wissen, wie sich die Kru¨mmung un-
ter einer solchen Deformation verha¨lt. Wir schließen an dieser Stelle ausdru¨cklich nicht-entartete
Metriken mit nicht-positiver Signatur ein:
Lemma 2.19.
Sei (M2k+1, g, ξ, ϕ, η) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit mit einer metrischen K-Kontakt-
Struktur (Sasaki-Struktur) und
gt := t g + (t
2 − t)η ⊗ η, t 
= 0
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eine Deformation der Metrik. Dann ist (M2k+1, gt, ξt, ϕ, ηt) mit ξt := 1t ξ und ηt := tη wieder eine
semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit mit K-Kontakt-Struktur (Sasaki-Struktur). Der Levi-Civita-
Zusammenhang der Metrik gt ist
∇gtXY = ∇gXY + (1− t) (η(X)ϕ(Y ) + η(Y )ϕ(X)) .
Fu¨r den Ricci-Tensor gilt









Insbesondere: Ist g eine semi-Riemannsche Einstein-Metrik auf einer Sasaki-Mannigfaltigkeit,
dann ist gt eine semi-Riemmansche η-Einstein-Metrik und es gilt
Ricgt(X,Y ) = 2
(
(k + 1) 1
t
− 1) gt(X,Y ) + 2(k + 1) (1− 1t ) ηt(X)ηt(Y ) .
Beweis. Der Zusammenhang ∇g + (1 − t) (η ⊗ ϕ+ η ⊗ ϕ) ist torsionsfrei, da seine Differenz
zum torsionsfreien Zusammenhang ∇g ein symmetrischer Tensor ist. Um zu sehen, dass der
angegebene Zusammenhang auch metrisch bezu¨glich gt ist, leiten wir mit ihm gt kovariant ab.
Hierfu¨r verwenden wir in den na¨chsten Zeilen die Schreibweise
[∇gX + (1− t) (η(X)ϕ+ ηϕ(X)) , tg + (t2 − t)η ⊗ η] .
Ausnutzung der Linearita¨t beider Argumente liefert fu¨r den Ausdruck diese Summanden:
[∇gX , tg] = t∇gXg = 0[∇gX , (t2 − t)η ⊗ η] (Y, Z) = (t2 − t)(((∇gXη)⊗ η)(Y, Z) + (η ⊗∇gXη)(Y, Z))
= (t− t2)(η(Z)g(ϕ(X), Y ) + η(Y )g(ϕ(X), Z))
[(1− t)(η(X)ϕ+ ηϕ(X)), tg] (Y, Z) = (t2 − t)g(η(X)ϕ(Y ) + η(Y )ϕ(X), Z)
+(t2 − t)g(Y, η(X)ϕ(Z) + η(Z)ϕ(X))
= (t2 − t)(η(Z)g(ϕ(X), Y ) + η(Y )g(ϕ(X), Z))[
(1− t)(η(X)ϕ+ ηϕ(X)), (t2 − t)η ⊗ η] = 0, da η(ϕ) = 0 .
Also ist die Metrik gt tatsa¨chlich parallel, und der angegebene torsionsfreie Zusammenhang ist
ihr Levi-Civita-Zusammenhang.
Wir beweisen den Ausdruck fu¨r den Ricci-Tensor. Seien zuerst allgemein ∇˜ und ∇ zwei kovariante
Ableitungen. Man pru¨ft dann, dass die Beziehung zwischen den Kru¨mmungstensoren R˜ und R
sich durch die Differenz L := ∇˜ − ∇ und durch die Torsion T von ∇ wie folgt ausdru¨ckt:
R˜(X,Y )Z = R(X,Y )Z + (∇XL)(Y, Z)− (∇Y L)(X,Z) + [LX , LY ](Z) + L(T (X,Y ), Z) .
Wir wenden dies an fu¨r L(X,Y ) = (1− t) (η(X)ϕ(Y ) + η(Y )ϕ(X)). In unserem Fall ist T = 0 und
die verbleibenden einzelnen Terme sind:
(∇XL)(Y, Z) = (1− t) (F (X,Y )ϕ(Z) + (η(Y )g(X,Z) + η(Z)g(X,Y ))ξ − 2η(Z)η(Y )X + F (X,Z)ϕ(Y ))
(∇Y L)(X,Z) = (1− t) (F (Y,X)ϕ(Z) + (η(X)g(Y, Z) + η(Z)g(X,Y ))ξ − 2η(Z)η(X)Y + F (Y, Z)ϕ(X))
[LX , LY ] (Z) = (1− t)2η(Z)(η(Y )X − η(X)Y ) .
Wir erhalten insgesamt
Rgt(X,Y )Z −Rg(X,Y )Z = (1− t) (2F (X,Y )ϕ(Z) + F (X,Z)ϕ(Y )− F (Y, Z)ϕ(X))
+(1− t) (η(Y )g(X,Z)− η(X)g(Y, Z)) ξ
+(1− t2)η(Z) (η(X)Y − η(Y )X) .
39
2 Killing-Spinoren auf Sasaki-Mannigfaltigkeiten
Sei ej ein Orthonormalreper bezu¨glich g. Da die Spurbildung unabha¨ngig von der Metrik ist,
haben wir
Ricgt(X,Y ) = Ricg(X,Y ) +
2k+1∑
j=1
g(Rgt(ej , X)Y −Rg(ej , X)Y, ej) .
Wir berechnen den letzen Term weiter. Mit dem schon vorhandenen Ausdruck fu¨r die Differenz
der Kru¨mmungstensoren erhalten wir als einzelne Summanden:
2(1− t)
∑
F (ej , X)g(ϕ(Y ), ej) = 2(1− t) (g(X,Y )− η(X)η(Y ))
(1− t)
∑
F (ej , Y )g(ϕ(X), ej) = (1− t) (g(X,Y )− η(X)η(Y ))
−(1− t)
∑
F (X,Y )g(ϕ(ej), ej) = 0
(1− t)
∑
η(X)g(ej , Y )g(ξ, ej) = (1− t)η(X)η(Y )
−(1− t)
∑
η(ej)g(X,Y )g(ξ, ej) = −(1− t)g(X,Y )
(1− t2)η(Y )
∑
g(η(ej)X − η(X)ej , ej) = −2k(1− t2)η(X)η(Y ) .
Insgesamt folgt die behauptete Formel fu¨r Ricgt ,
Ricgt(X,Y ) = Ricg(X,Y )− 2(t− 1)g(X,Y ) + 2(t− 1)(kt+ k + 1)η(X)η(Y ) .
Mit ihr la¨sst sich die Beziehung zwischen Scalgt und Scalg berechnen: Sei ej = ej(t) ein ON-Reper
bezu¨glich gt mit e2k+1 = 1t ξ. Dann gilt∑
j Ric




















−2(t− 1)∑j g(ej , ej) = 4k ( 1t − 1)+ 2 ( 1t2 − 1t ) ,
2(t− 1)(kt+ k + 1)∑j η(ej)η(ej) = 2 ( 1t − 1t2 ) ,







Mit der eben bewiesenen Beziehung fu¨r die Ricci-Tensoren Ricgt und Ricg la¨sst sich zur
Kru¨mmungsbedingung Ricg = (2k + 8s(k − 1)) g − 8s(k − 1)η ⊗ η aus Satz 2.16 Folgendes sa-
gen:
• Ist g eine Riemannsche Einstein-Metrik, dann erfu¨llt fu¨r t > 0 die Riemannsche Man-







• Ist g eine semi-Riemannsche Einstein-Metrik mit Lorentz-Signatur g(ξ, ξ) = 1, g(X,X) < 0
fu¨r 0 
= X ⊥ ξ, dann erfu¨llt fu¨r t < 0 die Riemannsche Mannigfaltigkeit (M2k+1, gt) die






• Umgekehrt: Erfu¨llt die Riemannsche Mannigfaltigkeit (M2k+1, gt) die Kru¨mmungsbedingung
aus Satz 2.16 fu¨r den Parameter s, dann ist gt fu¨r t =
4(k−1)
(k+1
s + 1 eine Einstein-Metrik.
Dabei erhalten wir fu¨r s > − 1
4
k+1
k−1 eine Riemannsche Einstein-Metrik, und fu¨r s < − 14 k+1k−1
erhalten wir eine Lorentz-Metrik derart, wie sie im letzten Punkt bereits beschrieben
wurde.
Im kommenden Abschnitt geben wir ein Beispiel fu¨r den Fall s = − 1
4
k+1
k−1 , und zwar existieren auf
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Wir beschreiben jetzt die Beziehung zwischen den Riemannschen Killing-Spinoren auf einer




auf derselben Mannigfaltigkeit, die wir nach einer D-homothetischen Deformation der Metrik
mit dem Parameter t erhalten, auf andere Weise, und zwar auf Ebene der Killing-Gleichung.
Lemma 2.20.
Sei (M2k+1, g, ξ, η, ϕ) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit einer metrischen K-Kontakt-
Struktur und
gt := t g + (t
2 − t)η ⊗ η, t > 0
eine Deformation der Metrik. Wir betrachten die Riemannsche Mannigfaltigkeit (M2k+1, gt, ξt, ηt, ϕ)
mit der neuen K-Kontakt-Struktur ξt := 1t ξ und ηt := tη. Im Tangentialbu¨ndel haben wir dann
die Isometrie








Wenn M2k+1 eine Spin-Mannigfaltigkeit ist, dann existiert zum Spinorbu¨ndel Σ von (M2k+1, g)
ein Spinor-Bu¨ndel Σ˜ von (M2k+1, gt) und eine isometrische Identifizierung ∼: Σ −→ Σ˜ derart,
dass fu¨r alle X ∈ TM und fu¨r alle ψ ∈ Σ gilt
j(X)ψ˜ = X˜ψ .
Der Lift des Levi-Civita-Zusammenhangs ∇gt ins Spinor-Bu¨ndel Σ˜ ist
∇gtX ψ˜ = ∇˜gXψ + 12aX ψ˜,
wobei fu¨r ein X ∈ TM die 2-Form aX mittels der fundamentalen 2-Form F := g(·, ϕ·) definiert
ist durch
aX := (t
2 − t)η(X)F + (t2 − t√t)η ∧ (XF ) .
Beweis. Der Levi-Civita-Zusammenhang im Tangentialbu¨ndel (TM, g) ist nach 2.19 gegeben
durch
∇g + (1− t) (η ⊗ ϕ+ η ⊗ ϕ) .
Durch die Isometrie j : (TM, g) −→ (TM, gt) erhalten wir aus ∇g eine neue kovariante Ableitung,
die nun metrisch bezu¨glich gt ist, und zwar die kovariante Ableitung j ◦ ∇g ◦ j−1. Es gilt:
j(∇gX(j−1(Y ))) = j(∇gX(
√
tY + (t−√t)η(Y )ξ))
=
√









η(∇gXY )ξ + (t−
√

























F (X,Y )ξ + (1−√t)η(Y )ϕ(X) .
Sei jetzt (M2k+1, g) eine Spin-Mannigfaltigkeit mit Spinor-Bu¨ndel Σ. Dann besitzt (M2k+1, gt) ein
Spinor-Bu¨ndel Σ˜, das als Vektorbu¨ndel mit Σ u¨bereinstimmt, aber dessen Clifford-Multiplikation
durch die neue Metrik gt bestimmt ist. Wir identifizieren diese beiden Spinorbu¨ndel miteinander
durch die Isometrie ∼: Σ −→ Σ˜. Es gilt j(X)ψ˜ = X˜ψ. Wir zeigen auch im Folgenden die
Clifford-Multiplikation nicht durch Punkte an – eine Verwechslung der Clifford-Multiplikation
des Bu¨ndels Σ mit der Clifford-Multiplikation des Bu¨ndels Σ˜ ist nicht mo¨glich, da wir Elemente
des Bu¨ndels Σ˜ immer mit einer Tilde versehen. Liften wir j ◦ ∇g ◦ j−1 ins Spinor-Bu¨ndel Σ˜,
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erhalten wir als kovariante Ableitung von ψ˜ ∈ Γ(Σ˜) in Richtung X das Spinorfeld ∇˜gXψ. Die
Differenz der beiden Zusammenha¨nge j ◦ ∇g ◦ j−1 und ∇gt wird fu¨r festes X durch eine 2-Form
aX beschrieben:
aX(Y, Z) := gt(∇gtXY − j(∇gX(j−1(Y ))), Z)
= gt((1− t)η(X)ϕ(Y ) + (
√






F (X,Y )ξ, Z)
= (t2 − t)η(X)F (Y, Z) + (t2 − t√t)η(Y )F (X,Z) + (t√t− t2)η(Z)F (X,Y ),
also aX = (t2 − t)η(X)F + (t2 − t
√
t)η ∧ (XF ). Da das Differential der U¨berlagerungsabbildung
Spin(n) −→ SO(n) die Abbildung ejel → 2Ejl ist, erhalten wir fu¨r die Wirkung von aX auf
Spinoren den Faktor 1/2, und der Lift des Levi-Civita-Zusammenhangs ∇gt in das Spinor-Bu¨ndel
ist gegeben durch
∇gtX ψ˜ = ∇˜gXψ + 12aX ψ˜ .
Bevor wir zur Formulierung und dem Beweis des Satzes kommen, fassen wir noch einige wiederholt
beno¨tigte Rechenergebnisse in einem Lemma zusammen. Es handelt sich dabei zum Teil um
eine Verallgemeinerung von Lemma 2.12 fu¨r das Spinorbu¨ndel Σ˜ einer deformierten Metrik gt.
Der Wert von ε ∈ {+1,−1} sei wie in Lemma 2.12 bestimmt.
Lemma 2.21.
Sei (M2k+1, g, ξ, η, ϕ) eine metrische Fast-Kontakt-Struktur. Sei (M2k+1, gt, ξt, ηt, ϕ) fu¨r t > 0 die
deformierte metrische Fast-Kontakt-Struktur mit Spinorbu¨ndel Σ˜, wie sie durch eine transverse
Homothetie entsteht. Wie in Lemma 2.12 seien
L1(Σ˜) := { ψ˜ ∈ Σ˜ |ϕ(X)ψ˜ = −iXψ˜ ∀X ⊥ ξt }, L2(Σ˜) := { ψ˜ ∈ Σ˜ |ϕ(X)ψ˜ = iXψ˜ ∀X ⊥ ξt }
zwei komplexe eindimensionale Vektorbu¨ndel u¨ber M2k+1.
Sei Ft := gt(·, ϕ·) die fundamentale 2-Form der deformierten Struktur, sei T gt := 2ηt ∧ Ft und sei
aX := (t
2 − t)η(X)F + (t2 − t√t)η ∧ (XF ). Dann gilt fu¨r alle ψ˜1 ∈ L1 und fu¨r alle ψ˜2 ∈ L2:
ξtψ˜1 = εiψ˜1, ϕ(X)ψ˜1 = −iXψ˜1 − εtη(X)ψ˜1
Ftψ˜1 = −kiψ˜1, (XFt)ψ˜1 = iXψ˜1 + εtη(X)ψ˜1
T gt ψ˜1 = ε2kψ˜1, (XT gt)ψ˜1 = −ε2Xψ˜1 − 2(k − 1)tiη(X)ψ˜1
aX ψ˜1 = ε(1− 1/
√
t)Xψ˜1 + (k(1− t)− t−
√
t)iη(X)ψ˜1
ξtψ˜2 = ε(−1)kiψ˜2, ϕ(X)ψ˜2 = iXψ˜2 + ε(−1)ktη(X)ψ˜2
Ftψ˜2 = kiψ˜2, (XFt)ψ˜2 = −iXψ˜2 − ε(−1)ktη(X)ψ˜2
T gt ψ˜2 = −ε(−1)k2kψ˜2, (XT gt)ψ˜2 = ε(−1)k2Xψ˜2 + 2(k − 1)tiη(X)ψ˜2
aX ψ˜2 = −ε(−1)k(1− 1/
√
t)Xψ˜2 − (k(1− t)− t−
√
t)iη(X)ψ˜2 .
Beweis. Wir geben die Rechnungen fu¨r ψ˜1 ∈ L1 an. Fu¨r die Wirkung von ϕ(X) gilt
ϕ(X)ψ˜1 = −iXψ˜1 + iηt(X)ξtψ˜1 = −iXψ˜1 − εηt(X)ψ˜1 = −iXψ˜1 − εtη(X)ψ˜1 .
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gt(ϕ(X), ej)ejψ˜1 = −ϕ(X)ψ˜1 = iXψ˜1 + εtη(X)ψ˜1 .
Die 3-Form T gt wirkt durch T gt ψ˜1 = 2ηt ∧ Ftψ˜1 = 2ξtFtψ˜1 = ε2kψ˜1.
Eine 2-Form XT gt wirkt durch
(XT gt)ψ˜1 = 2ηt(X)Ftψ˜1 − 2ηt ∧ (XFt)ψ˜1
= −2ktiη(X)ψ˜1 − 2ξt(iX + εtη(X))ψ˜1
= −2ktiη(X)ψ˜1 + 2iXξtψ˜1 + 4tiη(X)ψ˜1 − 2tiη(X))ψ˜1
= −ε2Xψ˜1 − 2(k − 1)tiη(X)ψ˜1 .
Die Wirkung einer 2-Form aX ist
aX ψ˜1 = (t
2 − t)η(X)Fψ˜1 + (t2 − t
√
t)η ∧ (XF )ψ˜1
= (t− 1)η(X)Ftψ˜1 + (1− 1/
√
t)ηt ∧ (XFt)ψ˜1
= k(1− t)iη(X)ψ˜1 − (1− 1/
√
t)ξtϕ(X)ψ˜1
= k(1− t)iη(X)ψ˜1 − ε(1− 1/
√
t)i(iXψ˜1 + εtη(X)ψ˜1)
= ε(1− 1/√t)Xψ˜1 + (k(1− t)− t−
√
t)iη(X)ψ˜1 .
Die Wirkungen auf den Spinor ψ˜2 berechnen sich analog.
Mit dieser Vorbereitung ko¨nnen wir den zentralen Satz beweisen. Es sei noch einmal an die
Bezeichnungen erinnert: Die beiden komplexen eindimensionalen Vektorbu¨ndel u¨ber M2k+1
sind
L1(Σ) := {ψ ∈ Σ |ϕ(X)ψ = −iXψ ∀X ⊥ ξ }, L2(Σ) := {ψ ∈ Σ |ϕ(X)ψ = iXψ ∀X ⊥ ξ } .
Die Zahl ε ∈ {+1,−1} ist so gewa¨hlt, dass, wenn (e1, ϕ(e1), ..., ek, ϕ(ek), ξ) ein lokales Orthonor-
malreper ist, fu¨r alle ψ ∈ Σ gilt e1ϕ(e1)e2ϕ(e2)...ekϕ(ek)ξψ = εik+1ψ.
Satz 2.22.
Sei (M2k+1, g, ξ, η, ϕ) eine Riemannsche Einstein-Sasaki-Mannigfaltigkeit der Dimension 2k + 1
mit Spinorbu¨ndel Σ und Riemannschen Killing-Spinoren ψ1 ∈ Γ(L1(Σ)) und ψ2 ∈ Γ(L2(Σ)). Dann
hat auf der Riemannschen Sasaki-Mannigfaltigkeit (M, gt, ϕ, ξt, ηt) der Zusammenhang
∇sX = ∇gtX + s(XT gt), T gt = ηt ∧ dηt,
















Beweis. Der Zusammenhang, den wir auf Torsions-Killing-Spinoren untersuchen wollen, ist
∇sX ψ˜ = ∇gtX ψ˜ + s(XT gt)ψ˜
= ∇˜gXψ + 12aX ψ˜ + 2st2X(η ∧ F )ψ˜ .
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2 Killing-Spinoren auf Sasaki-Mannigfaltigkeiten
Nach Lemma 2.20 und den Rechnungen von Lemma 2.21 ist der Levi-Civita-Zusammenhang
∇gt , ausgewertet auf dem Spinor ψ˜1 zum Riemannschen Killing-Spinor ψ1, gegeben durch
















































(1− t)(k + 1)iη(X)ψ˜1 .
Insgesamt ergibt sich fu¨r ∇sX ψ˜1 = ∇gtX ψ˜1 + sXT gt ψ˜1:
∇sX ψ˜1 = ε2 (1− 4s)Xψ˜1 + 12 ((1− t)(k + 1)− 4st(k − 1))iη(X)ψ˜1 .








Wir weisen auf fru¨here Ergebnisse hin, die dem eben bewiesenen Satz a¨hnlich sind:
• In der Arbeit [FrKi00] haben Th. Friedrich und E.C. Kim quasi-Killing-Spinoren auf
Sasaki-Mannigfaltigkeiten eingefu¨hrt. Deren definierende Gleichung ist
∇gXψ = aXψ + bη(X)ξψ ,
wobei a und b reelle Zahlen sind. Die beiden Autoren geben in [FrKi00, Satz 6.9] Integrabi-
lita¨tsbedingungen fu¨r die Existenz von quasi-Killing-Spinoren vom Typ a = ± 1
2
in gewissen
Bu¨ndeln an, die den hier definierten Bu¨ndeln L1 und L2 entsprechen, und in [FrKi00,
Satz 6.14] konstruieren sie durch eine D-homothetische Deformation gt einer Einstein-
Sasaki-Metrik g Beispiele von quasi-Killing-Spinoren vom Typ a = ± 1
2
, b = ± 1
2
(k+1)(t− 1).
Aus dem Beweis von Satz 2.22 ist zu sehen, dass die so konstruierten quasi-Killing-Spinoren
auf Sasaki-Mannigfaltigkeiten genau die Torsions-Killing-Spinoren des Satzes sind. Die
entscheidende Gleichung ist
∇gtX ψ˜1 = ε2Xψ˜1 + ε2 (1− t)(k + 1)η(X)ξψ˜1 .
• Die Kru¨mmungsbedingung von Satz 2.16 entspricht fu¨r s = 1/4 den Ergebnissen von
[FrIv02, Satz 9.2] fu¨r die Existenz von ∇c-parallelen Spinoren in den Bu¨ndeln L1 und L2
einer Sasaki-Mannigfaltigkeit.
Wir machen weitere Bemerkungen zu Satz 2.16 und 2.22:
• In der Twistor-Abscha¨tzung aus Korollar 1.9 tritt die Gleichheit auf jeden Fall ein, wenn
Torsions-Killing-Spinoren zum Parameter stw = n−14(n−3) =
k
4(k−1) in einem Bu¨ndel Σμ existie-
ren. Aus Satz 2.22 erhalten wir also in jeder ungeraden Dimension Geometrien, in denen
der Gleichheitsfall der Abscha¨tzung in einem Bu¨ndel Σμ realisiert wird. Eine ausfu¨hrlichere
Anwendung unserer Ergebnisse auf die Eigenwertabscha¨tzungen des Operators /D ist in
Kapitel 4 zu finden.
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2.2 Killing-Spinoren mit Torsion auf Sasaki-Mannigfaltigkeiten
• In Abschnitt 3.2 geben wir auf der fu¨nfdimensionalen Heisenberg-Gruppe H5 ein Beispiel
von Torsions-Killing-Spinoren zum Parameter s = − 1
4
k+1
k−1 = − 34 an. Insbesondere ist zu
sehen, dass hier durch eine D-homothetische Deformation der Metrik keine Torsions-Killing-
Spinoren zu einem anderen Parameter s entstehen.
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3 Die Killing-Gleichung mit Torsion in Dimension fu¨nf
Sei (M5, g,Σ) eine fu¨nfdimensionale Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit und ∇c ein metrischer
Zusammenhang mit∇c-paralleler antisymmetrischer Torsion T 
= 0. In diesem Kapitel beschreiben
wir Torsions-Killing-Spinoren auf (M5, g,Σ,∇c), die zugleich Eigenspinoren der Torsion T sind,
d. h. wir betrachten Lo¨sungen von
Tψ = μψ, μ ∈ R, ∇sXψ := ∇gXψ + s(XT )ψ = βXψ, s, β ∈ R .
U¨ber die algebraische Gestalt der 3-Form T machen wir keine weiteren Voraussetzungen.
In Abschnitt 3.1 geben wir eine allgemeine Charakterisierung solcher Torsions-Killing-Spinoren,
und in Abschnitt 3.2 beschreiben wir drei natu¨rlich-reduktive Ra¨ume explizit, die in jener
Charakterisierung eine besondere Stellung einnehmen.
3.1 Charakterisierung der Killing-Spinoren mit Torsion in fu¨nf
Dimensionen
Entscheidend fu¨r die Behandlung des fu¨nfdimensionalen Falls ist, dass Spin(5) transitiv auf
die Spha¨re im Spinor-Vektorraum Δ5 wirkt. Dies erlaubt uns, einem beliebigen Spinor ψ ∈ Σ
fu¨r δ ∈ {+1,−1} jeweils eine metrische Fast-Kontakt-Struktur (ξ, ϕ) zuzuordnen durch die
Forderung
ξψ = iψ, ϕ(X)ψ = −δiXψ ∀X ⊥ ξ .
Wenn wir im Folgenden einen Torsions-Killing-Spinor ψo betrachten, dann bezeichnet (ξ, ϕ)
immer die von ihm auf diese Weise definierte metrische Fast-Kontakt-Struktur. Die zu ξ duale
1-Form ist η := g(ξ, ·). Die zum (1, 1)-Tensor ϕ geho¨rige fundamentale 2-Form ist F := g(·, ϕ·).
Wichtig fu¨r unsere Untersuchung wird die durch ω := ξT definierte 2-Form. Mit ω1 bezeichnen
wir den zu ihr geho¨renden (1, 1)-Tensor, ω(X,Y ) =: g(X,ω1(Y )).
Zuerst geben wir ein grundlegendes Lemma:
Lemma 3.1.
Es gilt
• T = η ∧ ω, σT = 12ω ∧ ω, ωψ = −iμψ
• ∇gXξ = −2βδϕ(X)ψ − 2sω1(X)
• (∇gXη) ∧ ω = 12 (Xω) ∧ ω .
Beweis. Wir betrachten die 3-Form ρ := T − η ∧ω. Es gilt ξρ = 0 und, falls ρ 
= 0, auch η ∧ ρ 
= 0.
Nach Voraussetzung haben wir ξTψ = iμψ = Tξψ. Fu¨r die Wirkung einer 3-Form T und eines
Vektors ξ auf Spinoren gilt aber allgemein ξT = η ∧ T − ξT und Tξ = −η ∧ T − ξT , so dass
in unserem Fall folgt η ∧ Tψ = 0. Da ξ ∧ T eine 4-Form in einem 5-dimensionalen Raum ist,
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existiert ein Vektor V derart, dass sich ξ ∧ T mit Hilfe der Volumenform vol schreiben la¨sst als
ξ ∧ T = V vol. Es ist also 0 = ξ ∧ Tψ = V volψ = −V · volψ, und da mit ψ auch volψ ein nicht
verschwindender Spinor ist, folgt V = 0 und ξ ∧ T = V vol = 0. Also ist ξ ∧ ρ = 0 und damit ρ = 0
und T = ξ ∧ ω. Es folgt σT = 12ω ∧ ω und ωψo = −ξTψo = −iμψo.
Wir berechnen ∇gXξ. Dazu leiten wir ξψo = iψo kovariant ab und verwenden zuna¨chst die
Torsions-Killing-Gleichung fu¨r ψo, dann (i − ξ)ωψo = iμ(i − ξ)ψo = 0 und danach ϕ(X)ψo =
−δiXψo − δη(X)ψo:
(∇gXξ)ψo = (i− ξ)∇gXψo
= (i− ξ) (βXψo − s (XT )ψo)
= (i− ξ) (βXψo − sη(X)ωψo + sη ∧ (Xω)ψo)
= (i− ξ) (βXψo + sξ (Xω)ψo)
= iβXψo − βξXψo + siξ(Xω)ψo + sXωψo
= iβXψo − βξXψo − si(Xω)ξψo + sXωψo
= iβXψo + βXξψo + 2βη(X)ψo + 2sXωψo
= 2iβXψo + 2βη(X)ψo + 2sXωψo
= −2βδϕ(X)ψo + 2sXωψo
= −2βδϕ(X)ψo − 2sω1(X)ψo .
Damit ist dη(X,Y ) = (∇gXη)(Y )− (∇gY η)(X) = 4βδF (X,Y )+4sω(X,Y ). Welche Beziehung besteht
zwischen s, β und μ? Ab hier machen wir Gebrauch von der Voraussetzung ∇cT ≡ 0. Mit ∇cT ≡ 0
ist ∇gXT = 12XσT = 12 (Xω)∧ ω. Leiten wir andererseits T = η ∧ ω kovariant ab, erhalten wir die
Identita¨t
(∇gXη) ∧ ω − 12 (Xω) ∧ ω = −η ∧ (∇gXω) .
Einsetzen von ξ in diese Gleichung liefert auf der linken Seite Null, also
0 = ξ(η ∧ (∇gXω)) = ∇gXω − η ∧ (ξ(∇gXω)) .
Hieraus folgt η ∧ (∇gXω) = 0, und damit (∇gXη) ∧ ω = 12 (Xω) ∧ ω.
Wir sehen an dieser Stelle, dass dη genau dann zu F proportional ist, wenn ω proportional zu F




= 0 und s 
= 14 . Dann haben wir
• β 
= 0, μ 
= 0, (1− 4s)μ = 8β
• 2ω1 = δμϕ
• ∇gXξ = − 14δμϕ(X) .
Insbesondere ist die Struktur (ξ, ϕ) proportional zu einer metrischen Kontakt-Struktur.
Beweis. Nach Voraussetzung ist σT = 12ω ∧ ω 
= 0. Fu¨r eine Form ω mit ω ∧ ω 
= 0 gilt: Ist α1
eine 1-Form mit α1 ∧ ω = 0, dann folgt α1 = 0. Also folgt mit (∇gXη) ∧ ω = 12 (Xω) ∧ ω aus dem
vorhergehenden Lemma, dass
∇gXη = 12Xω, ∇gXξ = − 12ω1(X) .
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Mit dem Ausdruck fu¨r ∇gXξ aus dem vorherigen Lemma folgt:
1
4
(1− 4s)ω1(X) = βδϕ(X) .
Wegen s 
= 1/4 muss β 
= 0 sein.
Weiter haben wir einerseits ωψ = −iμψ, andererseits ko¨nnen wir fu¨r s 
= 1/4 auch mit der eben














j=1 ej(−δiej)ψ = 8β(4s−1) iψ .
Also gilt μ = 8β
(1−4s) . Fu¨r ∇gXξ haben wir insgesamt:
∇gXξ = − 12ω1(X) = − 2δβ(1−4s)ϕ(X) = − 14δμϕ(X) .
Mit dieser Vorbereitung ko¨nnen wir nun den ersten Satz zeigen:
Satz 3.3. Sei (M5, g,Σ) eine fu¨nfdimensionale Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit und ∇c ein
metrischer Zusammenhang mit antisymmetrischer paralleler Torsion T , fu¨r die σT 
= 0 gilt.
Existiert ein Spinor ψo ∈ Γ(Σ) mit
Tψo = μψo, μ ∈ R, ∇sXψo := ∇gXψo + s(XT )ψo = βXψo, s, β ∈ R, s 
= 14 ,
so gilt: Es ist μ 
= 0 und β = 1
8
(1− 4s)μ. Die von ψo definierte metrische Fast-Kontakt-Struktur
(ξ, η, ϕ) ist proportional zu einer Sasaki-Struktur, die Torsion T hat die Gestalt T = η∧dη, und es
gilt ∇cξ = 0, ∇cϕ = 0 . Insbesondere geho¨rt der Torsions-Killing-Spinor ψo zu den in Satz 2.22
beschriebenen Torsions-Killing-Spinoren.
Beweis. Schon aus Lemma 3.2 ist μ 
= 0 und β = 1
8
(1− 4s)μ bekannt. Ein Reskalieren der Metrik
von g zu c2g, c > 0, a¨ndert den Torsionseigenwert von μ zu c3μ. Durch entsprechende Wahl der
Konstanten c ko¨nnen wir |μ| = 4 erreichen. Dies gelte ohne Beschra¨nkung der Allgemeinheit
bereits fu¨r g. Die Zahl δ wa¨hlen wir so, dass δμ = 4 gilt. Fu¨r die Killing-Zahl haben wir nach
dieser Normierung β = 1
2
(1 − 4s). Aus Lemma 3.2 erhalten wir ω = 2F und die Gestalt der
Torsion T = 2η ∧ F . Die Killing-Gleichung ∇gXψo + s(XT )ψo = 12 (1− 4s)Xψo besagt dann, dass
das komplexe Linienbu¨ndel
L := {ψ ∈ Σ |ϕ(X)ψ = −δiXψ ∀X ⊥ ξ },
das ja von ψo aufgespannt wird, unter dem Zusammenhang ∇gX − 12 (1− 4s)X + s(XT ) invariant
ist. Mit dem ersten Teil von Satz 2.16 folgt, dass (ξ, η, ϕ) eine Sasaki-Struktur ist. Es gilt
also dη = 2F , und der Zusammenhang ∇c ist genau jener in Satz 2.11 beschriebene metrische
Zusammenhang mit paralleler antisymmetrischer Torsion, der die Sasaki-Struktur invariant
la¨sst.
In obigem Satz haben wir den Fall s = 1/4 ausgeschlossen. Tatsa¨chlich la¨sst sich der Beweis aber
fu¨r s = 1/4 dann ebenfalls durchfu¨hren, wenn wir die zusa¨tzliche Voraussetzung machen, dass ω
proportional zu F ist. Zur vollsta¨ndigen Behandlung des Falls s = 1/4 beno¨tigen wir folgende
Beschreibung der Lie-Algebren u(2) und su(2):
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Lemma 3.4.
Sei ψo ∈ Δ5 ein nicht verschwindender Spinor und sei (ξ, ϕ) die metrische Fast-Kontakt-Struktur
auf (R5, 〈·, ·〉), die durch ξψo = iψo und ϕ(X)ψo = −iδXψo ∀X ⊥ ξ definiert wird. Zu einer
2-Form α ∈ Λ5(R5) sei der zugeho¨rige (1, 1)-Tensor mit α1 bezeichnet. Dann haben wir folgende
Beschreibungen der Lie-Algebren u(2) und su(2):
u(2) :=
{




α ∈ Λ2 |αψo = cψo, c ∈ C, α1(ξ) = 0
}
su(2) := {α ∈ u(2) | 〈α1, ϕ〉 = 0 }
=
{
α ∈ Λ2 |αψo = 0, α1(ξ) = 0
}
.
Beweis. Die 2-Form zum Endomorphismus ϕ sei wie hier immer F := g(·, ϕ·). Es gilt allgemein
fu¨r die Wirkung auf Spinoren: α1(X) = −(Xα) = 12 (Xα− αX). Zur Charakterisierung von u(2):













(ϕ(X)α+ δiXα)ψo + ϕ(α1(X))ψo .
Also kommutieren ϕ und α1 genau dann, wenn gilt ϕ(X)αψo = −δiXαψo, und das ist wiederum
a¨quivalent zu αψo = cψo fu¨r ein c ∈ C (vgl. Lemma 2.12).





























α(ej , el)elejψo − δi
∑
α(ej , el)g(ej , ϕ(el))ψo
= −αψo − δi
∑
g(ej , α1(el))g(ej , ϕ(el))ψo
= −αψo − δi〈α1, ϕ〉ψo .
Also gilt 2αψo = −δi〈α1, ϕ〉ψo und die Behauptung folgt.
Bei der Behandlung des Falls s = 1/4 werden wir außerdem auf folgenen Satz von F. Tricerri
und L. Vanhecke zuru¨ckgreifen:
Satz 3.5 ([TrVa84]).
Eine zusammenha¨ngende, einfach-zusammenha¨ngende und vollsta¨ndige Riemannsche Mannigfal-
tigkeit (Mn, g) ist genau dann ein natu¨rlich-reduktiver homogener Raum, wenn ein metrischer
Zusammenhang ∇ mit antisymmetrischer Torsion T derart existiert, dass seine Torsion und
seine Kru¨mmung parallel sind: ∇T ≡ 0, ∇R∇ ≡ 0.
50
3.1 Charakterisierung der Killing-Spinoren mit Torsion in fu¨nf Dimensionen
Wir kommen jetzt dazu, den Satz fu¨r den Fall s = 1/4 zu formulieren. Wie bisher bezeichnet
(ξ, η, ϕ) die vom Torsions-Killing-Spinor ψo definierte metrische Fast-Kontakt-Struktur, es ist
F := g(·, ϕ·), ω := ξT , und nach Lemma 3.1 muss T = η ∧ ω gelten.
Satz 3.6.
Sei (M5, g,Σ) eine fu¨nfdimensionale Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit und ∇c ein metrischer
Zusammenhang mit antisymmetrischer paralleler Torsion T , fu¨r die σT 
= 0 gilt. Existiert ein
Spinor ψo ∈ Γ(Σ) mit
Tψo = μψo, μ ∈ R, ∇cXψo = βXψo, β ∈ R,
so gilt β = 0, T = η ∧ ω, und es liegt einer dieser beiden Fa¨lle vor:
• ω ist proportional zu F : Es gilt μ 
= 0, die von ψo definierte metrische Fast-Kontakt-
Struktur (ξ, η, ϕ) ist proportional zu einer Sasaki-Struktur, die Torsion T hat die Gestalt
T = η ∧ dη, und es gilt ∇cξ = 0, ∇cϕ = 0. Insbesondere geho¨rt der Torsions-Killing-Spinor
ψo zu den in Satz 2.22 beschriebenen Torsions-Killing-Spinoren und la¨sst sich durch
eine D-homothetische Deformation der Metrik auf einen Riemannschen Killing-Spinor
zuru¨ckfu¨hren.
• ω ist nicht proportional zu F : Der Raum ist lokal die Heisenberg-Gruppe H5 (μ = 0) oder
SO(3)×SO(3)/SO(2) (μ 
= 0) oder SO(3)×SL(2,R)/SO(2) (μ 
= 0) mit jeweils einer gewissen
Einbettung von SO(2).
Beweis. Unabha¨ngig von der Beziehung zwischen ω und F erhalten wir auch fu¨r s = 1/4 die
Gleichung 1
4
(1− 4s)ω1(X) = βδϕ(X), wie sie im Beweis von Lemma 3.2 auftritt. Wenn s = 1/4
ist, folgt deshalb β = 0. Mit der zusa¨tzlichen Voraussetzung, dass ω proportional zu F ist, beha¨lt
der Beweis von Satz 3.3 auch fu¨r s = 1/4 seine Gu¨ltigkeit. Wir betrachten im Folgenden den
Fall, dass ω nicht proportional zu F ist. Wegen ωψ = −ξT = −iμψ gilt ω ∈ u(2), s. Lemma 3.4.
Wir zerlegen ω = cF + ω0, ω0 ∈ su(2). Da Fψ = −2δiψ und ω0ψ = 0 gilt, ist also
ω = 1
2
δμF + ω0 .
Haben wir jetzt eine 2-Form α ∈ su(2), so dass fu¨r den zugeho¨rigen (1, 1)-Tensor α1 gilt [α1, F ] = 0
und [α1, ω] = 0, dann ist auch [α1, ω0] = 0, und aus α, ω0 ∈ su(2) folgt, dass α und ω0 proportional
zueinander sind. Fu¨r zwei beliebige Vektoren X,Y ist die Kru¨mmung Rc(X,Y ) eine solche
2-Form, da wegen ∇cT = 0 und ∇cψo = 0 auch ξ, ϕ und ω parallel bezu¨glich ∇c sind. Damit hat
der Kru¨mmungstensor die Form Rc(X,Y ) = α(X,Y )ω0 fu¨r eine gewisse 2-Form α. Da aber Rc
symmetrisch ist, s. Lemma 1.14, folgt
Rc = c1ω0 ⊗ ω0
fu¨r ein c1 ∈ R. Insbesondere gilt ∇cRc = 0. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, die einen
metrischen Zusammenhang mit paralleler antisymmetrischer Torsion und paralleler Kru¨mmung
besitzt, ist aber nach [TrVa84] lokal ein natu¨rlich-reduktiver homogener Raum. Eine lokale
Klassifizierung von natu¨rlich-reduktiven homogenen Ra¨umen in fu¨nf Dimensionen findet sich in
[KoVa85]. Wir folgen dieser Arbeit, um die in unserem Fall mo¨glichen Ra¨ume zu bestimmen:
Auch fu¨r s = 1/4 folgt wie am Anfang des Beweises von Lemma 3.2, dass ∇gXη = 12Xω ist. Wir
wa¨hlen ein lokales Orthonormalreper e1, e2, e3, e4, e5 mit e5 = ξ und ϕ(e1) = e2, ϕ(e3) = e4, in dem
gilt
F = −(e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4), ω0 = c2(e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4) .
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Diese Basisdarstellung von ω0 ko¨nnen wir fordern, da U(2), der Stabilisator von ϕ bzw. F ,
transitiv auf Geraden in su(2) wirkt. Nach Voraussetzung ist c2 
= 0. Mit ω = 12δμF + ω0 liefert
die erste Bianchi-Identita¨t fu¨r die Kru¨mmung (Lemma 1.14):
X,Y,Z

















e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4 .
Wegen ω ∧ ω 
= 0 verschwindet der Koeffizient μ2
4
− c22 nicht. Andererseits erhalten wir aus
Rc = c1ω0 ⊗ ω0, dass gilt
X,Y,Z
S Rc(X,Y, Z,W ) = 12 c1ω0 ∧ ω0
= −c1c22e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4 .
Also ist die Beziehung zwischen den Konstanten: c1 = 1 − μ24c22 . In [KoVa85] sind weiter die
Konstanten λ, ρ definiert durch
T (e1, e2) = ρξ, T (e3, e4) = λξ .
Aus T = ξ ∧ ω, ω = 1
2
δμF + ω0, sowie obiger Darstellung von F und ω0 in der gewa¨hlten Basis
folgt
ρ = − 1
2
δμ+ c2, λ = − 12δμ− c2 .
Die Gro¨ße P wird in [KoVa85] definiert als der Wert einer beliebigen Kru¨mmung Rc(X,Y ). Wir
wa¨hlen P := ω0. Dann sind die Konstanten α, β, die im genannten Artikel definiert werden durch
P = αe1 ∧ e2 + βe3 ∧ e4, bei uns α = −β = c2. Weiter sind u, v definiert durch
Rc(e1, e2) = uP, Rc(e3, e4) = vP .




+ c2. Die na¨chste Gro¨ße aus der Arbeit ist D := λα− ρβ. Bei
uns ist D = −δμc2.
Im Fall μ = 0 befinden wir uns in dem in [KoVa85] auf Seite 455 beschriebenen Fall A1 und
unser Raum ist lokal die fu¨nfdimensionale Heisenberg-Gruppe H5.
Im Fall μ 
= 0 befinden wir uns in dem in [KoVa85] auf Seite 456 beschriebenen Fall A2. Wir
folgen der dortigen Klassifizierung weiter und berechnen die dazu notwendigen Ausdru¨cke









Falls |c2| < μ/2 ist, sind diese beiden Ausdru¨cke positiv, und wir erhalten lokal den Raum
SO(3) × SO(3)/SO(2) mit einer gewissen Einbettung von SO(2). Falls |c2| > μ/2 ist, haben die
beiden Ausdru¨cke unterschiedliche Vorzeichen, und wir erhalten lokal SO(3)× SL(2,R)/SO(2) mit
einer gewissen SO(2)-Einbettung. Aufgrund der Gestalt der Ausdru¨cke ist es nicht mo¨glich, dass
beide gleichzeitig negativ sind. Die Gleichheit |c2| = μ/2 ist durch die Voraussetzung ω ∧ ω 
= 0
ausgeschlossen.
Die jeweiligen Einbettungen von SO(2) nach SO(3)× SO(3) und nach SO(3)× SL(2,R), fu¨r die
∇c-parallele Spinoren existieren, sind im kommenden Abschnitt 3.2 explizit beschrieben.
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Zuletzt betrachten wir den Fall σT = 0:
Satz 3.7.
Sei (M5, g,Σ) eine fu¨nfdimensionale Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit und ∇c ein metrischer
Zusammenhang mit antisymmetrischer paralleler Torsion T , fu¨r die σT = 0 gilt. Existiert ein
Spinor ψo ∈ Γ(Σ) mit
Tψo = μψo, μ ∈ R, ∇sXψo = βXψo, s, β ∈ R,
so ist M5 lokal die Lie-Gruppe SO(3)× R2.
Beweis. Die Torsion hat nach 3.1 wieder die Gestalt T = ξ ∧ ω fu¨r ω := ξT . Wegen σT = 0 ist
sie fu¨r alle s ∈ R parallel, ∇sXT = 12 (1− 4s)XσT ≡ 0. Insbesondere gilt
0 = ∇gXT = (∇gXη) ∧ ω + η ∧ (∇gXω) .
Im Beweis von Lemma 3.1 haben wir aber η ∧ (∇gXω) = 0 gezeigt. Also folgt (∇gXη) ∧ ω = 0.
Ebenfalls aus Lemma 3.1 wissen wir ∇gη = 2βδF + 2sω. Insgesamt erhalten wir
0 = (∇gXη) ∧ ω = (2βδ(XF + 2s(Xω)) ∧ ω .
Wegen ω ∧ ω = 0 verschwindet der zweite Summand, und wir erhalten 2βδ(XF ) ∧ ω = 0 fu¨r alle
X. Die Abbildung Λ1  α1 → α1 ∧ ω hat einen zweidimensionalen Kern, aber die Ausdru¨cke der
Form XF spannen einen vierdimensionalen Raum auf. Also muss β = 0 gelten. Damit haben
wir ∇sT ≡ 0 und ∇sψ ≡ 0. Daraus folgt, dass auch gilt ∇sξ = 0, ∇sϕ = 0, ∇sω = 0. Wir spalten
wie zuvor ω auf in
ω = 1
2
δμF + ω0, ω0 ∈ su(2) .
Mit der gleichen Argumentation wie im Beweis von Satz 3.6 zu ∇c-parallelen Spinoren erhalten
wir
Rs = cω0 ⊗ ω0, c ∈ R .
Angenommen es gilt c 
= 0: Die Bianchi-Summe von Rs ist proportional zu σT , also Null.
Andererseits ist die Bianchi-Summe von Rs gleich cω0 ∧ ω0, d. h. wir erhalten cω0 ∧ ω0 = 0. Da
ω0 ∈ su(2) gilt (es existiert eine Basis, so dass ein nicht verschwindendes Element von su(2)
proportional zu e12−e34 ist), folgt ω0 = 0. Also gilt in jedem Fall Rs ≡ 0. Ein Raum mit paralleler
antisymmetrischer Torsion und verschwindender Kru¨mmung ist aber eine Lie-Gruppe, und die
Lie-Algebra-Struktur ist durch die Torsion gegeben. Dies wurde schon 1926 von Cartan und
Schouten bemerkt, [CaSch26]. Ein moderner Beweis und weitere historische Referenzen finden
sich in der Arbeit [AgFr10]. In unserem Fall erhalten wir: Da sich jede 2-Form ω mit ω ∧ ω = 0
fu¨r gewisse Vektoren v1, v2 als ω = v1 ∧ v2 schreiben la¨sst, gilt fu¨r die Torsion T = ξ ∧ v1 ∧ v2, und
der gesuchte Raum ist lokal SO(3)× R2. Aus der Gestalt der Torsion folgt außerdem μ 
= 0.
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3.2 Die Ausnahmera¨ume der Charakterisierung
In diesem Abschnitt beschreiben wir die in Satz 3.6 aufgefu¨hrten Ra¨ume mit parallelen Spi-
noren explizit. Außerdem geben wir mit der Heisenberg-Gruppe H5 ein Beispiel fu¨r einen
fu¨nfdimensionalen Raum mit Torsions-Killing-Spinoren zum Parameter s = −3/4 an. Wie am




ein, da in diesem Fall die Metrik nicht durch eine D-homothetische Deformation aus einer
Riemannschen oder semi-Riemannschen Einstein-Metrik konstruiert werden kann.
Die Heisenberg-Gruppe H5





1 u v z
0 1 0 x
0 0 1 y
0 0 0 1
⎞⎟⎟⎟⎠ |u, v, x, y, z ∈ R
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
Die Matrizenmultiplikation von Elementen aus H5 entspricht folgender Produktstruktur:
(u, v, x, y, z) ◦ (u˜, v˜, x˜, y˜, z˜) = (u+ u˜, v + v˜, x+ x˜, y + y˜, z + z˜ + ux˜+ vy˜) .
Das neutrale Element ist 0 ∈ R5. Als Basis der linksinvarianten Vektorfelder wa¨hlen wir
u1 = ∂u, u2 = ∂x + u∂z, u3 = ∂v, u4 = ∂y + v∂z, u5 = ∂z .
Die nicht verschwindenden Kommutatoren sind [u1, u2] = u5 und [u3, u4] = u5. Die Familie aller
linksinvarianten Metriken auf H5 wird durch die zwei reellen Parameter ρ, λ > 0 beschrieben,




(du2 + dx2) + 1
λ
(dv2 + dy2) + (dz − udx− vdy)2 .
Im Folgenden geben wir zu jeder dieser Metriken einen natu¨rlich-reduktiven Zusammenhang
an, d. h. einen metrischen Zusammenhang mit antisymmetrischer paralleler Torsion, dessen










λu4, e5 = u5 .
Die nicht verschwindenden Kommutatoren sind [e1, e2] = ρe5 und [e3, e4] = λe5. Wir berechnen
den Levi-Civita-Zusammenhang der linksinvarianten Metrik g. Dieser ist nach [KN2, X.3.3]
gegeben durch die lineare Abbildung Λg : T0H5 → so(T0H5) mit Λg(X)Y = 12 [X,Y ] + U(X,Y ),
wobei U die symmetrische bilineare Abbildung U : T0H5 × T0H5 → T0H5 ist, die definiert
wird durch 2g(U(X,Y ), Z) = g(X, [Z, Y ]) + g([Z,X], Y ). Die nicht verschwindenden Ausdru¨cke
U(ej , el) = U(el, ej) sind
U(e1, e5) = − ρ2e2, U(e2, e5) = ρ2e1, U(e3, e5) = −λ2 e4, U(e4, e5) = λ2 e3 .
Als Basis von so(T0H5)  so(5) wa¨hlen wir die schiefsymmetrischen Endomorphismen
Ejl := e
∗
j ⊗ el − e∗l ⊗ ej , j < l .
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g(e2) = − ρ2E15, Λg(e3) = λ2E45, Λg(e4) = −λ2E35, Λg(e5) = − ρ2E12 − λ2E34.
Wir definieren die linksinvariante 3-Form
T := −ρe125 − λe345 .
Der linksinvariante metrische Zusammenhang ∇c = ∇g+ 1
2
T mit Torsion T wird durch die lineare
Abbildung Λc : T0H5 → so(5) beschrieben, s. [KN2, X.2.1]:




c(e5) = −ρE12 − λE34 .
Hieraus ist zu sehen, dass e5 und die beiden 2-Formen e1 ∧ e2, e3 ∧ e4 parallel sind bezu¨glich ∇c.
Fu¨r alle Werte von ρ und λ gilt deshalb ∇cT ≡ 0. Der Kru¨mmungstensor des Zusammenhangs ∇c
ist nach [KN2, X.2.3] im neutralen Element gegeben durch Rc0(X,Y ) = [Λc(X),Λc(Y )]−Λc([X,Y ]).
Hiermit erhalten wir als nicht verschwindende Kru¨mmungsausdru¨cke
Rc0(e1, e2) = ρ(ρE12 + λE34), Rc0(e3, e4) = λ(ρE12 + λE34) .
Global la¨sst sich der Kru¨mmungstensor Rc also beschreiben als
Rc = (ρe1 ∧ e2 + λe3 ∧ e4)⊗ (ρe1 ∧ e2 + λe3 ∧ e4) .
Fu¨r alle Werte von ρ und λ gilt ∇cR ≡ 0.
Wir geben die Riemannschen Kru¨mmungsgro¨ßen an. Dazu verwenden wir die Abku¨rzung
ejl := ej ∧ el. Es ist
Rg = 3
4
ρ2e12 ⊗ e12 + 12λρe12 ⊗ e34 + 14λρe13 ⊗ e24 − 14λρe14 ⊗ e23
− 1
4
ρ2e15 ⊗ e15 − 14λρe23 ⊗ e14 + 14λρe24 ⊗ e13 − 14ρ2e25 ⊗ e25
+ 1
2
λρe34 ⊗ e12 + 34λ2e34 ⊗ e34 − 14λ2e35 ⊗ e35 − 14λ2e45 ⊗ e45 .















Die Skalarkru¨mmung ist Scalg ≡ − 1
2
(λ2 + ρ2) < 0. Keine der Metriken ist eine Einstein-Metrik.
Auf der Lie-Gruppe H5 existiert eine linksinvariante Spin-Struktur derart, dass fu¨r alle Spinoren
ψ des Spinor-Bu¨ndels Σ gilt e1e2e3e4e5ψ = iψ. Wir fixieren diese Spin-Struktur und definie-
ren im Spinor-Bu¨ndel Σ ein linksinvariantes Orthonormalreper ψ++, ψ−−, ψ+−, ψ−+ durch die
Forderung
e1e2ψεδ = iεψεδ, e3e4ψεδ = iδψεδ .
Es gilt dann e5ψεδ = εδiψεδ. (Zur Existenz dieses Repers vgl. Beweis von Lemma 2.12.) Jeder
dieser vier Spinoren des Repers ist Eigenspinor der Torsion T = −ρe135 − λe245:
Tψ++ = (ρ+ λ)ψ++, Tψ−− = −(ρ+ λ)ψ−−
Tψ+− = (λ− ρ)ψ+−, Tψ−+ = (ρ− λ)ψ−+ .
Der Lift der kovarianten Ableitung ∇c ins Spinor-Bu¨ndel wird beschrieben durch die lineare
Abbildung Λc : T0H5 → spin(5) mit




c(e5) = − ρ2e1e2 − λ2 e3e4 .
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Ein ∇c-paralleler Spinor existiert genau dann, wenn fu¨r die Metrikparameter λ = ρ gilt. In
diesem Fall sind Linearkombinationen von ψ+− und ψ−+ parallel.
Jetzt betrachten wir allgemeiner die Familie kovarianter Ableitungen im Tangentialbu¨ndel, die
durch ∇s = ∇g + 2sT definiert ist. Diese linksinvarianten Zusammenha¨nge werden beschrieben
durch die linearen Abbildungen Λs : T0H5 → so(5) mit
Λs(e1) = − ρ2 (4s− 1)E25, Λs(e2) = ρ2 (4s− 1)E15
Λs(e3) = −λ2 (4s− 1)E45, Λs(e4) = λ2 (4s− 1)E35
Λs(e5) = − ρ2 (4s+ 1)E12 − λ2 (4s+ 1)E34 .
Der Lift von ∇s ins Spinorbu¨ndel ist die lineare Abbildung Λs : T0H5 → spin(5) mit
Λs(e1) = − ρ4 (4s− 1)e2e5, Λs(e2) = ρ4 (4s− 1)e1e5
Λs(e3) = −λ4 (4s− 1)e4e5, Λs(e4) = λ4 (4s− 1)e3e5
Λs(e5) = − ρ4 (4s+ 1)e1e2 − λ4 (4s+ 1)e3e4 .
Die Gleichung ∇sXψ = βXψ besitzt nur Lo¨sungen, wenn ρ = λ gilt. Fu¨r s = 1/4 und β = 0 sind
Linearkombinationen von ψ+− und ψ−+ Lo¨sungen. Fu¨r s = −3/4 sind die Spinoren ψ++ und
ψ−− Torsions-Killing-Spinoren mit Killing-Zahl ρ bzw. −ρ.
Wir beschreiben die metrischen Fast-Kontakt-Strukturen, die zu diesen speziellen Spinoren
geho¨ren. Sei ξ := e5 und seien ϕ1 und ϕ2 diejenigen metrischen Fast-Kontakt-Strukturen, deren
fundamentale 2-Formen diese Gestalt haben:
Fϕ1 = e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4, Fϕ2 = e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4 .
Dann gilt
ψ+− ∈ L1(ϕ1) = {ψ ∈ Σ |ϕ1(X)ψ = −iXψ ∀X ⊥ ξ }
ψ−+ ∈ L2(ϕ1) = {ψ ∈ Σ |ϕ1(X)ψ = iXψ ∀X ⊥ ξ }
ψ++ ∈ L1(ϕ2) = {ψ ∈ Σ |ϕ2(X)ψ = −iXψ ∀X ⊥ ξ }
ψ−− ∈ L2(ϕ2) = {ψ ∈ Σ |ϕ2(X)ψ = iXψ ∀X ⊥ ξ }
Die Form ω := ξT = −ρe1 ∧ e2 − λe3 ∧ e4 ist, wenn ρ = λ gilt, proportional zu Fϕ2 , aber nicht
proportional zu Fϕ1 .
Unabha¨ngig von ρ und λ gilt fu¨r den Zusammenhang ∇c = ∇g + 1/2T
∇cξ = 0, ∇cϕ1 = 0, ∇cϕ2 = 0 .
Es gilt
dFϕ1 = 0, dFϕ2 = 0, Nϕ1 = 0, Nϕ2 = 0 .
Die letztgenannten Eigenschaften machen die Strukturen zu sogenannten quasi-Sasaki-Strukturen.
Es ist
∇gξ = − ρ
2
E12 − λ2E34, dη = −ρe1 ∧ e2 − λe3 ∧ e4.
Fu¨r ρ = λ = 2 gilt also ∇gξ = −ϕ2, und damit ist (ξ, ϕ2) dann insgesamt eine Sasaki-Struktur.
Deformieren wir hier eine der linksinvarianten Metriken g fu¨r t > 0 mit einer transversen
Homothetie zu gt = tg − (t2 − t)η ⊗ η, dann ist die neue Metrik gt wieder eine linksinvariante
Metrik, da die Isometrie X → 1
t




)η(X)ξ ein Automorphismus der Lie-Algebra von H5
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ist. Wie bereits bemerkt, ist keine der linksinvarianten Metriken auf H5 eine Einstein-Metrik,
und so existiert hier keine transverse Homothetie der Metrik, die eine Beziehung zwischen
den beschriebenen Torsions-Killing-Spinoren zum Parameter s = −3/4 einerseits und zwischen
Riemannschen Killing-Spinoren andererseits herstellt.
Fu¨r ρ = λ berechnet man auf der Heisenberg-Gruppe (H5, g) mit einer der beschriebenen
natu¨rlich-reduktiven Metriken
/Dψ+− = D
gψ+− = 0, /Dψ−+ = D
gψ−+ = 0 .
Also ist Null der kleinste Eigenwert des Operators /D2.
Der Raum SO(3)× SL(2,R)/SO(2)
Wir betrachten den Raum SO(3) ⊕ SL(2,R)/SO(2) mit der SO(2)-Einbettung, die gegeben ist
durch
SO(2)  A(t) :=
(
cos t − sin t










gefolgt von der diagonalen Standardeinbettung nach SO(3)⊕ SL(2,R). Als Basis der Lie-Algebra
so(3) wa¨hlen wir u1 = E23, u2 = −E13, u3 = E12. Dann gilt [u1, u2] = u3, [u2, u3] = u1, [u3, u1] = u2.























Die Kommutatorbeziehungen sind [v1, v2] = −v3, [v2, v3] = v1, [v3, v1] = v2. Die Lie-Unteralgebra
von SO(2) mit der oben beschriebenen Einbettung ist so(2) = 〈P := u3 − v3〉. Sei Q := c1u3 + c2v3
fu¨r c1, c2 ∈ R mit c1 + c2 
= 0. Dann ist m := 〈u1, u2, v1, v2, Q〉 eine zweiparametrige Familie


















Die Isotropiedarstellung von SO(2) auf m ist
Ad : SO(2) −→ SO(5), A(t) → diag(A(t), A(t)−1, 1) .
Wir definieren eine zweiparametrige Familie invarianter Metriken g durch die Festlegung, dass
fu¨r D1, D2 > 0 eine Orthonormalbasis gegeben sei durch
e1 = D1u1, e2 = D1u2, e3 = D2v1, e4 = D2v2, e5 = Q .
Der Vektor e5 und die beiden 2-Formen e1 ∧ e2, e3 ∧ e4 sind invariant unter der Isotropiedar-
stellung Ad und damit global auf dem homogenen Raum definiert. Die nicht verschwindenden
Kommutatorrelationen sind







Q), [e1, e5] = −c1e2, [e2, e5] = c1e1







Q), [e3, e5] = −c2e4, [e4, e5] = c2e3 .
Fu¨r die symmetrische bilineare Abbildung U : m×m → m, die durch
2g(U(X,Y ), Z) = g([Z,X]m, Y ) + g(X, [Z, Y ]m)
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Nach [KN2, X.2.6] beschreibt die Abbildung Λm : m → gl(m), Λm ≡ 0 auf einem reduktiven
homogenen Raum einen invarianten Zusammenhang, dessen Torsion und Kru¨mmung parallel
sind. Dieser Zusammenhang wird kanonischer Zusammenhang genannt. Seine Torsion ist gegeben
durch die Projektion des Kommutators auf den Unterraum m: T = −[·, ·]m. Diese Torsion ist genau
dann antisymmetrisch bezu¨glich der Metrik g, wenn die zuvor bereits genannte Abbildung U
verschwindet, U ≡ 0. In diesem Fall wird der kanonische Zusammenhang also natu¨rlich-reduktiv.
Das Verschwinden der bilinearen Abbildung U ist dem von uns betrachteten Raum a¨quivalent
zu
D21 = c1(c1 + c2), D
2
2 = −c2(c1 + c2) .
Also erhalten wir genau dann zu einer reduktiven Zerlegung des Raumes eine natu¨rlich-reduktive
Metrik, wenn gilt, dass die drei Zahlen c1,−c2 und c1 + c2 das gleiche Vorzeichen haben.
Der Levi-Civita-Zusammenhang einer solchen natu¨rlich-reduktiven Metrik wird beschrieben




















Die Torsion T = −[·, ·]m des natu¨rlich-reduktiven Zusammenhangs ist als 3-Form
T = −c1e125 − c2e345 .
Die Kru¨mmung des Zusammenhangs Λm ≡ 0 im Punkt o := SO(2) des homogenen Raumes
berechnet sich u¨ber Ro(X,Y ) = −ad ([X,Y ]so(2)). Wir erhalten
R(e1, e2)o = −c1c2(E12 − E34), R(e3, e4)o = c1c2(E12 − E34),
also
R = −c1c2(e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)⊗ (e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4) .
















Wir wa¨hlen eine homogene Spin-Struktur derart, dass fu¨r alle Spinoren ψ des Spinor-Bu¨ndels Σ
gilt e1e2e3e4e5ψ = iψ. Im Raum der Spinoren Δ5 bezeichnen wir diejenige Orthonormalbasis mit
ψ++, ψ−−, ψ+−, ψ−+ die
e1e2ψεδ = iεψεδ, e3e4ψεδ = iδψεδ
erfu¨llt. Es gilt e5ψεδ = −εδiψεδ. Die Spinoren ψ++ und ψ−− sind invariant unter der Isotro-
piedarstellung. Sie definieren also globale Spinorfelder und dieses sind parallel bezu¨glich des
natu¨rlich-reduktiven Zusammenhangs. Linearkombinationen der Spinoren ψ+− und ψ−+ sind
nicht invariant unter der Isotropiedarstellung. Fu¨r die Wirkung der Torsion gilt
Tψ++ = −(c1 + c2)ψ++, Tψ−− = (c1 + c2)ψ−− .
Die metrischen Fast-Kontakt-Struktur zu den Spinorfeldern ψ++ und ψ−− ist (ξ, ϕ) wobei ξ := e5
ist und ϕ derart, dass die entsprechende fundamentale 2-Form diese Gestalt hat:
Fϕ = e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4 .
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Dann gilt
ψ++ ∈ L1(ϕ) = {ψ ∈ Σ |ϕ(X)ψ = −iXψ ∀X ⊥ ξ }
ψ−− ∈ L2(ϕ) = {ψ ∈ Σ |ϕ(X)ψ = iXψ ∀X ⊥ ξ } .
Die 2-Form ω := ξT = −c1e1 ∧ e2 − c2e3 ∧ e4 ist nicht proportional zu ϕ fu¨r c1 
= c2. (Eine
Bedingung fu¨r die Existenz des natu¨rlich-reduktiven Zusammenhangs war, dass c1 und −c2 das
gleiche Vorzeichen haben.)
Der Raum SO(3)× SO(3)/SO(2)
Wir betrachten den Raum SO(3)⊕SO(3)/SO(2) mit der SO(2)-Einbettung, die sich zusammensetzt
aus
SO(2)  A(t) :=
(
cos t − sin t
sin t cos t
)
→ (A(t), A(t)−1)
und der diagonalen Standardeinbettung nach SO(3) ⊕ SO(3). Eine Basis von so(3) × so(3) ist
u1 = E23, u2 = E31, u3 = E12 fu¨r den ersten Faktor, v1 = E23, v2 = E31, v3 = E12 fu¨r den
zweiten Faktor. Die Kommutatorrelationen sind aus [u1, u2] = u3 bzw. aus [v1, v2] = v3 durch
zyklische Vertauschung zu erhalten. Die Lie-Unteralgebra so(2) der betrachteten Einbettung
wird aufgespannt von P := u3 − v3. Wir geben eine Familie reduktiver Komplemente an:
Sei Q := c1u3+c2v3. Dann ist fu¨r alle reellen Werte c1, c2 mit c1+c2 
= 0 ein reduktives Komplement
von so(2) in so(3) × so(3) gegeben durch m := 〈u1, u2, v1, v2, Q〉. Wir setzen weiter c1 
= 0, c2 
= 0
voraus. (Man kann pru¨fen, dass fu¨r die so ausgeschlossenen reduktiven Komplemente keine



















Ad : SO(2) −→ SO(5), A(t) → diag(A(t), A(t)−1, 1) .
Wir fu¨hren eine zweiparametrige Familie invarianter Metriken ein durch die Forderung, dass fu¨r
D1, D2 > 0 eine Orthonormalbasis gegeben ist durch
e1 = D1u1, e2 = D1u2, e3 = D2u3, e4 = D2u4, e5 = Q .
Der Vektor e5 und die beiden 2-Formen e1 ∧ e2, e3 ∧ e4 sind invariant unter der Isotropiedar-
stellung Ad und damit global auf dem homogenen Raum definiert. Die nicht verschwindenden
Kommutatorrelationen sind










, [e1, e5] = −c1e2, [e2, e5] = c1e1










, [e3, e5] = −c2e4, [e4, e5] = c2e3 .



































Eine natu¨rlich-reduktive Metrik erhalten wir im Fall U ≡ 0, also fu¨r
D21 = c1(c1 + c2), D
2
2 = c2(c1 + c2) .
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Diese Bedingung erfordert, dass die drei Zahlen c1, c1+c2, c2, also c1 und c2, das gleiche Vorzeichen
haben. Die Torsion T = −[·, ·]m des natu¨rlich-reduktiven Zusammenhangs einer solchen Metrik
ist dann als 3-Form
T = −c1e125 − c2e345 .
Im Vergleich zum zuvor betrachteten Raum SO(3)⊕ SL(2,R)/SO(2) haben wir hier jeweils ein
anderes Vorzeichen beim Kommutator [e3, e4] und bei dem Ausdruck fu¨r D22. Bei der Torsion des
natu¨rlich-reduktiven Zusammenhangs fu¨hrt das aber dazu, dass wir eben doch wieder die gleiche
3-Form erhalten. Ab dieser Stelle verha¨lt sich alles wie beim letzten Raum SO(3)⊕SL(2,R)/SO(2):
Die Kru¨mmung des Zusammenhangs Λm ≡ 0 ist wieder
R = −c1c2(e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4)⊗ (e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4) .
















Die Untersuchung der Spinorfelder verla¨uft genau wie beim letzten Raum, und wir erhalten
zwei lineare unabha¨ngige parallele Spinoren fu¨r jeden der beschriebenen natu¨rlich-reduktiven
Zusammenha¨nge.
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4 Die Twistor-Abscha¨tzung auf Sasaki-Mannigfaltigkeiten
Wir wenden die bisherigen Erkenntnisse u¨ber Torsions-Killing-Spinoren in ungeraden Dimensio-
nen auf die Eigenwertabscha¨tzungen des Dirac-Operators /D an. Wir zeigen, dass die Killing-
Spinoren mit Torsion, die wir durch eine D-homothetische Deformation einer Einstein-Metrik
auf einer Sasaki-Mannigfaltigkeit konstruiert haben (Satz 2.22), Eigenspinoren von /D sind.
Im fu¨nfdimensionalen Fall sehen wir, dass ausreichend kleine Deformationen dabei zu Killing-
Spinoren mit Torsion fu¨hren, die den kleinsten Eigenwert des Operators /D realisieren.
Im Folgenden ist (M2k+1, g, ξ, η, ϕ) immer eine Riemannsche Einstein-Sasaki-Mannigfaltigkeit
mit den in Satz 2.13 beschriebenen Killing-Spinoren ψ1 ∈ Γ(L1) und ψ2 ∈ Γ(L2). Die Struktur,
die durch eine D-homothetische Deformation der Metrik g entsteht, ist (M2k+1, gt, ξt, ηt, ϕ) und
das Spinorbu¨ndel zur Metrik gt ist Σ˜ (vgl. Lemma 2.19 und Lemma 2.20). Aus den Spinoren
ψ1 ∈ Γ(L1(Σ)) und ψ2 ∈ Γ(L2(Σ)) erhalten wir dabei die Spinoren ψ˜1 ∈ Γ(L1(Σ˜)) und ψ˜2 ∈ Γ(L2(Σ˜)).
Die antisymmetrische Torsion ist durch die 3-Form T gt = ηt ∧ dηt gegeben.
Sasaki-Mannigfaltigkeiten beliebiger ungerader Dimension
Die Spinoren ψ˜1 ∈ Γ(L1(Σ˜)) und ψ˜2 ∈ Γ(L2(Σ˜)) sind fu¨r alle Deformationsparameter t > 0
Eigenspinoren des Riemannschen Dirac-Operators Dgt , der Torsion T gt und des Dirac-Operators




Ist (M2k+1, g, ξ, η, ϕ) eine Riemannsche Einstein-Sasaki-Mannigfaltigkeit mit den Killing-Spinoren
ψ1 ∈ Γ(L1(Σ)) und ψ2 ∈ Γ(L2(Σ)) und ej = ej(t) ein lokales Orthonormalreper bezu¨glich der
Metrik gt mit e2j = ϕ(e2j−1), e2k+1 = ξt, dann ist die Beziehung zwischen dem Riemannschen
Dirac-Operator Dg und dem Riemannschen Dirac-Operator Dgt fu¨r einen beliebigen Spinor
ψ ∈ Γ(Σ) gegeben durch

















Sei der Wert von ε ∈ {+1,−1} derart gewa¨hlt, dass fu¨r alle ψ ∈ Σ gilt
e1ϕ(e1)e2ϕ(e2)...ekϕ(ek)ξψ = εi
k+1ψ .
Die Spinoren ψ˜1 ∈ Γ(L1(Σ˜)) und ψ˜2 ∈ Γ(L2(Σ˜)) sind fu¨r alle Parameter t > 0 Eigenspinoren des
Riemannschen Dirac-Operators Dgt . Es gilt














Die Spinoren ψ˜1 und ψ˜2 sind fu¨r alle Parameter t > 0 Eigenspinoren der Torsion T gt = ηt ∧ dηt.
Es gilt
T gt ψ˜1 = ε2kψ˜1, T
gt ψ˜2 = (−1)k+1ε2kψ˜2 .
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Damit sind die Spinoren ψ˜1 und ψ˜2 fu¨r alle Parameter t > 0 Eigenspinoren des Dirac-Operators
Ds,t = Dgt + 3sT gt zum Zusammenhang ∇s,t = ∇gt + 2sT gt :
















Insbesondere gilt fu¨r den Operator /Dt des Zusammenhangs ∇s,t zum Parameter s = 1
12
:
/Dtψ˜1 = − ε2 1t (k + 1)ψ˜1, /Dtψ˜2 = (−1)k ε2 1t (k + 1)ψ˜2 .
Unter Beru¨cksichtigung von Scalgt = 2k
(
2(k + 1) 1
t
− 1) lassen sich diese Eigenwerte auch schrei-
ben als














Beweis. Wir berechnen mit Hilfe der Ergebnisse von Lemma 2.20 den Riemannschen Dirac-

































































Fu¨r den Spinor ψ˜1 folgt hieraus:










































Fu¨r den Spinor ψ˜2 folgt analog:






Die Wirkung der Torsion T gt = ηt ∧ dηt auf ψ˜1 und auf ψ˜2 haben wir bereits in Lemma 2.21
beschrieben. Die entsprechenden Werte der Operatoren Ds,t und /Dt berechnet man damit sofort.
Der angegebene Ausdruck fu¨r die Skalarkru¨mmung Scalgt ergibt sich aus Lemma 2.19 und aus
der Skalarkru¨mmung Scalg = 2k(2k + 1) der undeformierten Einstein-Metrik.
Auf einer kompakten Sasaki-Mannigfaltigkeit (M2k+1, g, ξ, η, ϕ) mit Spinorbu¨ndel Σ und der
Torsion T = η ∧ dη gilt ‖T‖2 = 4k. Mit a¨hnlichen U¨berlegungen wie im Beweis von Lemma 2.12
lassen sich alle Eigenwerte der Torsion T berechnen, und man sieht, dass μ2 = 4k2 der maximale
Wert des Quadrats eines Torsionseigenwertes ist.
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Die universelle Eigenwertabscha¨tzung aus Lemma 1.5 liefert dann fu¨r einen beliebigen Eigenwert
λ des Operators /D2
λ ≥ 1
4
Scalgmin − 12 (2k − 1)k,
und die Twistor-Abscha¨tzung aus Korollar 1.9 besagt





Scalgmin − 12 (2k + 1)k .
Man pru¨ft, dass die Twistor-Abscha¨tzung sta¨rker als die universelle Abscha¨tzung ist, wenn fu¨r
die Skalarkru¨mmung Scalgmin > 8k
2 gilt.
Wir untersuchen diese beiden Abscha¨tzungen mit Hilfe von Lemma 4.1 auf einer Mannigfaltigkeit
(M2k+1, gt, ξt, ηt, ϕ) mit der Torsion T gt = ηt ∧ dηt, die aus einer Einstein-Sasaki-Mannigfaltigkeit
(M2k+1, g, ξ, η, ϕ) durch eine D-homothetische Deformation der Metrik mit dem Parameter t > 0
entsteht. Es gilt hier Scalgt = 2k
t
(2k + 2 − t). Die universelle Eigenwertabscha¨tzung liefert fu¨r
einen beliebigen Eigenwert λ des Operators (/Dt)2 hier
λ(/Dt)2 ≥ k
t
(k(1− t) + 1) .
Die Twistor-Abscha¨tzung fu¨r einen Eigenwert λ des Operators (/Dt)2 ist
λ(/Dt)2 ≥ 2k+1
4t
((2k + 1)(1− t) + 1) .
In U¨bereinstimmung mit Satz 2.22 erhalten wir fu¨r die Spinoren ψ˜1 und ψ˜2:
• Fu¨r t = k+1
2k
sind ψ˜1 und ψ˜2 parallel bezu¨glich des Zusammenhangs ∇c = ∇gt + 12T gt . In
diesem Fall tritt bei der universellen Eigenwertabscha¨tzung die Gleichheit auf den Bu¨ndeln
Σμ mit μ2 = 4k2 ein, und zwar wird die Gleichheit realisiert durch /Dtψ˜1 = −εkψ˜1 und
/Dtψ˜2 = εkψ˜2.
• Fu¨r t = k+1
2k+1





4(k−1) . In diesem Fall tritt in der twistoriellen Abscha¨tzung die Gleichheit
auf den Bu¨ndeln Σμ mit μ2 = 4k2 ein, und zwar wird die Gleichheit realisiert durch
/Dtψ˜1 = − ε2 (2k + 1)ψ˜1 und /Dtψ˜2 = ε2 (2k + 1)ψ˜2.
Es existieren also in allen ungeraden Dimensionen Fa¨lle, in denen die Twistor-Abscha¨tzung des
Operators /D optimal wird.
Sasaki-Mannigfaltigkeiten der Dimension fu¨nf
Wir behandeln speziell den Fall einer fu¨nfdimensionalen Sasaki-Mannigfaltigkeit (M5, g, ξ, η, ϕ,Σ)
mit der Torsion T = η∧dη. Hier steht uns zusa¨tzlich die Abscha¨tzung aus [AFK08] zur Verfu¨gung.
Es gilt ‖T‖2 = 8. Die Zahlen 4 und −4 sind einfache Eigenwerte der Torsion, und 0 ist ein
zweifacher Eigenwert. Da die Operatoren /D = Dg+ 1
4
T und Dg auf dem Bu¨ndel Σ0 u¨bereinstimmen,
gilt
λmin(/D
2|Σ0) ≥ λmin(Dg) .
In [AFK08, Prop. 4.1] wurde gezeigt, dass unter der Voraussetzung Scalgmin > −4 gilt:
λmin(/D
2|Σ0) ≥ λmin(/D2|Σ±4) .
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, und zwar wurde in derselben Arbeit bewiesen:









dann folgt λmin(/D2|Σ0) = λmin(/D2|Σ±4). Da sich λmin(/D2|Σ0) nach der vorherigen Bemerkung durch
den Wert der Friedrichschen Ungleichung, d. h. 5
16



































5 + 9) ≤ Scalgmin .








im Bereich −4 < Scalgmin ≤ 4(4
√
5 + 9) optimal, und zwar wird der Gleichheitsfall genau dann
realisiert, wenn die Metrik eine η-Einstein-Metrik ist. Die Spinoren des Gleichheitsfalls wurden
als parallele Spinoren eines gewissen, mit einem symmetrischen Endomorphismus S deformierten,
spinoriellen Zusammenhangs ∇cX − 12 (XS + SX) beschrieben.
Eine Metrik auf einer fu¨nfdimensionalen Sasaki-Mannigfaltigkeit ist genau dann eine η-Einstein-
Metrik, deren Skalarkru¨mmung gro¨ßer als −4 ist, wenn sie durch eine D-homothetische De-





− 1) gilt, ist die Bedingung Scalgtmin ≤ 4(4√5 + 9) ≈ 77, 78 a¨quivalent dazu, dass der




≈ 0, 32 erfu¨llt. Tatsa¨chlich sehen wir mit den Ergebnissen








von /D2 realisieren: Es gilt





− 1) , /Dtψ˜1 = −ε 32t ψ˜1 = − ε4 ( 14Scalgt + 1) ψ˜1 .




≈ 0, 32 realisieren die Spinoren ψ˜1 und ψ˜2 also den kleinsten
Eigenwert des Operators /D.
Wir fassen ein paar Gedanken zusammen und bemerken:
• Diese Interpretation der Spinoren des Gleichheitsfalls in der Deformationsabscha¨tzung
als Killing-Spinoren eines Zusammenhangs mit antisymmetrischer Torsion ist neu. Eine
Beziehung zwischen diesem Zusammenhang mit antisymmetrischer Torsion und dem
spinoriellen Zusammenhang ∇cX − 12 (XS + SX) aus [AFK08], fu¨r den die Grenzspinoren
der Abscha¨tzung parallel sind, ist nicht offensichtlich.











immer noch ein Eigenwert des Operators
/Dt ist, aber bisher ko¨nnen wir in diesem Bereich keine Aussage daru¨ber treffen, ob dieser
Eigenwert minimal ist. Es ist aber nicht anzunehmen, dass die Spinoren ψ˜1 und ψ˜2 fu¨r alle
Parameter t den kleinsten Eigenwert von /Dt realisieren. Auch wenn sich die Eigenwerte
eines Operators stetig unter einer Deformation a¨ndern, ko¨nnen sich die Funktionen ihrer
Werte so schneiden, dass die Eigenwerte ihre Reihenfolge tauschen.
• Die Vermutung liegt nahe, dass die Spinoren ψ˜1 und ψ˜2 auch in ho¨heren Dimensionen fu¨r
einen Bereich des Parameters t den kleinsten Eigenwert des Operators /D annehmen. Bisher
haben wir fu¨r beliebige Dimensionen 2k + 1 aber nur durch die universelle Abscha¨tzung
und durch die Twistor-Abscha¨tzung das Wissen, dass dies fu¨r t = k+1
2k




Zuletzt illustrieren wir noch mit einem Bild die Eigenwertabscha¨tzungen des Operators /D2 auf
einer fu¨nfdimensionalen kompakten Sasaki-Mannigfaltigkeit (M5, g, ξ, η, ϕ) mit Spinorbu¨ndel Σ
und Torsion T = η ∧ dη.
————– die universelle Abscha¨tzung 1
4
Scalgmin − 3
————– die Twistor-Abscha¨tzung 5
16
Scalgmin − 5




















, der auf η-Einstein-Mannigfaltigkeiten als Eigenwert
angenommen wird, ist von Scalgmin = −4 (Beginn des Schaubildes) bis zum Schnittpunkt mit
Friedrichs Abscha¨tzung bei Scalgmin = 4(4
√
5 + 4) ≈ 71, 78 der kleinste Eigenwert des Operators
/D2. Jenseits dieses Punktes ist der Wert von Friedrichs Abscha¨tzung die beste bekannte untere
Schranke fu¨r den kleinsten Eigenwert von /D2.





















Mn eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n
g eine Riemannsche Metrik, falls nicht explizit eine andere Signatur genannt ist
TM das Tangentialbu¨ndel der Mannigfaltigkeit M
Γ(TM) ein glatter Schnitt im Bu¨ndel TM , d. h. ein glattes Vektorfeld
X,Y Standardbezeichnung fu¨r Elemente von TM oder Γ(TM)
ej ein lokales Orthonormalreper e1, e2, ..., en bezu¨glich der betrachteten Metrik
Σ ein Spinorbu¨ndel einer Mannigfaltigkeit (Mn, g)
Γ(Σ) ein glatter Schnitt im Bu¨ndel Σ, d. h. ein glattes Spinorfeld
ψ Standardbezeichnung fu¨r ein Element von Σ oder Γ(Σ)
〈·, ·〉 das Standardskalarprodukt auf Rn oder Hermitesche Standardskalarprodukt
auf dem Spinorbu¨ndel Σ
∇g der Levi-Civita-Zusammenhang der Metrik g
Rg der Kru¨mmungstensor des Zusammenhangs ∇g
Ricg der Ricci-Tensor des Zusammenhangs ∇g
Scalg die Skalarkru¨mmung des Zusammenhangs ∇g
Dg der Riemannsche Dirac-Operator des Zusammenhangs ∇g
Δg der spinorielle Laplace-Operator des Zusammenhangs ∇g
∇ eine kovariante Ableitung
∇c eine metrische kovariante Ableitung mit antisymmetrischer Torsion T , meist
mit der Voraussetzung ∇cT ≡ 0
T eine 3-Form, meist als antisymmetrische Torsion eines metrischen Zusammen-
hangs interpretiert
T 2 das Quadrat der 3-Form T in der Clifford-Algebra
‖T‖2 der skalare Anteil der Wirkung von T 2
‖T‖ ‖T‖ :=√‖T‖2
μ ein Eigenwert des Spinor-Endomorphismus T
σT die 4-Form σT = 12
∑
j(ejT ) ∧ (ejT )
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Bezeichnungen
∇s ∇sXY := ∇gXY + 2sT (X,Y )
Ds der Dirac-Operator des Zusammenhangs ∇s
Δs der spinorielle Laplace-Operator des Zusammenhangs ∇s
/D der Dirac-Operator Ds fu¨r s = 1/12, fu¨r welchen /D = Dg + 1
4
T gilt
P g der Riemannsche Twistor-Operator
P s der Twistor-Operator des Zusammenhangs ∇s
stw der ”
Abscha¨tzungsparameter“ stw = n−14(n−3) , der bei der Twistor-Abscha¨tzung
des Operators /D2 auftritt
ξ das spezielle Vektorfeld einer metrischen Fast-Kontakt-Struktur
η die zu ξ geho¨rige 1-Form η = g(ξ, ·)
ϕ der Endomorphismus des Tangentialbu¨ndels einer metrischen Fast-Kontakt-
Struktur, fu¨r den ϕ2 = −IdTM + ξ ⊗ η und g(ϕ(X), ϕ(Y )) = g(X,Y )− η(X)η(Y )
gilt
L1 das komplexe eindimensionale Bu¨ndel, das auf einer Mannigfaltigkeit (Mn, g)
mit Spinorbu¨ndel Σ und metrischer Fast-Kontakt-Struktur (ξ, ϕ) definiert ist
durch L1 := {ψ ∈ Σ |ϕ(X)ψ = −iXψ ∀X ⊥ ξ }
L2 analog zu L1 definiert, und zwar L2 := {ψ ∈ Σ |ϕ(X)ψ = iXψ ∀X ⊥ ξ }
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English summary
On a compact Riemannian spin manifold (Mn, g), equipped with a metric connection ∇c with
skew torsion T , we consider the Dirac-operator /D that differs from the usual Riemannian
Dirac-operator Dg by a torsion term, namely
/D := Dg + 1
4
T .
As the square of this operator /D commutes with the action of the torsion T on spinors, it is
possible to restrict the operator /D2 to the subbundle Σμ of the spinorbundle Σ that is the
eigenspace of the torsion T to the eigenvalue μ. Using the twistor operator P s of a connection
∇sXY = ∇gXY + 2sT (X,Y ), we give the following estimate for the smallest eigenvalue λ of the











8(n−3)2 ‖T‖2 − n(n−4)4(n−3)2 μ2 .
Equality occurs iff the following conditions are satisfied:
(1) The Riemannian scalar curvature Scalg is constant,
(2) the eigenspinor ψo ∈ Γ(Σμ) is a twistor spinor of the connection ∇s for s = n−14(n−3) .






8(n−3)2 ‖T‖2 − n(n−4)4(n−3)2 max(μ21, . . . , μ2k)
holds and equality occurs iff the following conditions are satisfied:
(1) The Riemannian scalar curvature Scalg is constant,
(2) the eigenspinor ψo ∈ Γ(Σμ) is a twistor spinor of the connection ∇s for s = n−14(n−3) ,
(3) the eigenspinor ψo lies in the subbundle Σμ belonging to the greatest eigenvalue μ of T .
As a first example, we describe a certain homogeneous metric on the five-dimensional Stiefel
manifold V2(R4) = SO(4)/SO(2) for which this twistor estimate becomes optimal and the spinors
corresponding to the smallest eigenvalue are Killing spinors for the torsion-connection ∇s to the
parameter s = n−1
4(n−3) .
In the case of a compact four-dimensional Riemannian spin manifold, we compare the twistor
estimate for the operator /D2 with other known estimates and decribe under which conditions
the twistor estimate is an improvement.
While in general those twistor spinors with torsion that realise the equality in the twistor
estimate do not have to be Killing spinors with torsion, we see that this is the case in dimension
six. We go on to show that on a compact six-dimensional nearly Ka¨hler manifold (M6, g, J) with




(1) Riemannian Killing spinors
(2) ∇c-parallel spinors
(3) twistor spinors of the connection ∇s for stw = 512 that lie in a bundle Σμ
(4) Killing spinors of the connection ∇s for stw = 512 that lie in a bundle Σμ.
In the last part of our considerations of the six-dimensional case, we compare the different known
estimates for the operator /D2 in the case of an almost hermitian manifold of strict type W3 with
abelian reduced isotropy group of the torsion.
Motivated by the twistor estimate, we consider in general solutions of the Killing equati-
on ∇sXψo = βXψo that are also eigenspinors of the torsion. On a metric almost contact manifold
(M2k+1, g, ξ, η, ϕ) with the torsion T = η ∧ dη, we define two complex line bundles L1 and L2, and
we give a curvature condition on the Ricci tensor for Killing spinors with torsion to exist in
these bundles. We explain that a manifold fulfilling this curvature condition is related to either
a Riemannian Einstein Sasaki manifold or to a semi-Riemannian Einstein Sasaki manifold with
a Lorentz signature (M2k+1, g, ξ, η, ϕ) through a D-homothetic deformation of the metric given
by
gt := tg + (t
2 − t)η ⊗ η, t 
= 0 .
The Killing spinors with torsion arise under this deformation of the metric from the Riemannian
(respectively semi-Riemannian) Killing spinors that exist on a Einstein Sasaki manifold.
In the case of a five-dimensional Riemannian Sasaki manifold, we generalise the setting and
look for solutions of the Killing equation ∇sXψo = βXψo that are also eigenspinors of the torsion
T when the torsion is allowed to be any 3-form that is parallel with respect to the connection
∇c := ∇g + 1/2T . We show that with the exception of the cases s = −3/4 and s = 1/4, all
solutions are again obtained as described before, i. e. through a D-homothetic deformation of an
Einstein metric on a Sasaki manifold. In the case s = 1/4 there exist additonally three exceptional
spaces. Locally, they are the following naturally reductive spaces: the five-dimensional Heisenberg
group H5, the space SO(3) × SL(2,R)/SO(2), and the space SO(3) ⊕ SO(3)/SO(2). We give an
explicit description of these spaces and their special spinor fields.
In the case s = −3/4, solutions cannot be obtained through a D-homothetic deformation of an
Einstein metric on a Sasaki manifold, but we are able to give an example on the five-dimensional
Heisenberg group H5.
We then return to the operator /D2 and the estimates for its smallest eigenvalue. We com-
pare the twistor estimate to other known estimates on a Sasaki manifold, with special focus on
dimension five. It turns out that the Killing spinors with torsion that we constructed earlier on
certain Sasaki manifolds are eigenspinors of the operator /D. In dimension five, we obtain for a
restricted range of the scalar curvature the result that the eigenvalue of these Killing spinors
with torsion is minimal.
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